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PRÉFACE. 


Il y a déjà plusieurs années qu'ayant été chargé 
de remplir la chaire d'Analyse à la Faculté des 
sciencés de Lyon, je me suis trouvé conduit à je- 
ter sur le papier l’esquisse de mon cours. Quelques 
personnes favorablement prévenues m'ont engagé à 
compléter ce travail, queje me décide à faire paraitre, 
malgré la publication récente d'ouvrages fort estima- 
bles sur le même sujet. J'ai pu croire que je tirerais, 
dans l’accomplissement de ma tâche modeste, quel- 
ques avantages de ma position personnelle, qui ne 
m'assujettit point à un programme officiel, ni ne me 
suggère de prédilection trop exclusive pour lamanière 
d'aucun maître. J'ai pu croire aussi que, porté de- 
puis longtemps par goût vers l'étude de la philoso- 
phie des sciences (à laquelle tous sacrifient un peu, 
même en en médisant), j'étais assez bien préparé à 
traiter un sujet où des considérations de ce genre 
sont inévitables, et où chacun fait, bon gré mal 


gré, sa rnétaphysique. Voici, en résumé, la marche 
Œ. 
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que j'ai suivie dans l’exposition des principes de la 
matière. 

J'ai cherché à faire comprendre comment, par les 
progrès de l’abstraction mathématique, on estamené 
à concevoir l’existence d’une théorie qui a pour objet 
les propriétés générales des fonctions continues : 
que ces fonctions s'expriment ou non par les signes 
de l'algèbre ou par d’autres symboles, d’une valeur 
mathématiquement définie. Il y a plus d’un avan- 
tage à distinguer ainsi la théorie des fonctions, de 
l'application qui s’en fait aux fonctions de l’algébre 
et de la trigonométrie; et c'est en ce sens que j'ai 
donné au présent ouvrage le titre de Traité élémen- 
taire de la Théorie des Fonctions. 

Dans l’état actuel de analyse, la Théorie des Fonc- 
tions consiste presque entièrement dans la théorie 
des rapports qui s'établissent entre les fonctions que 
Lagrange a nommées primitives et dérivées ; et l'ex- 
pression analytique de cesrapports engendre ce qu’on 
a appelé depuis Leibnitz le Calcul différentiel et in- 
tégral, ou bien le Calcul infinitésimal, à cause de la 
notion d’énfiniment petit que Leibnitz y a jointe. 
Pour peu que l'on ait une teinture de l’histoire des 
sciences, on n’ignore pas que Newton a inventé et 
fait connaitre, sous le nom de Méthode des fluxions, 
un calcul qui a le même objet que celui de Leibnitz; 
et l’on sait que le résultat d’un débat animé entre 


les partisans de ces grands hommes, a été d'assurer 
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à chacun d’eux un droit égal à cette mémorable dé- 
couverte. 

Le développement parallèle des idées de Newton 
et de celles de Leïibnitz n’est pas seulement un fait 
historique ; il tient au fond du sujet, et ne peut être 
négligé dans une exposition didactique sans que 
l'exposition pèche en quelque point : les deux théo- 
ries se complètent l’une l’autre, sans qu'on en 
puisse assigner une troisième qui ne rentre au fond 
dans l’une ou dans l’autre. J’ai cherché à faire sentir 
les raisons de cette double solution, autant que 
cela m'était permis dans un ouvrage destiné à des 
études élémentaires, et jusqu’à un certain point 
pratiques. 

La méthode de Lagrange, avec les modifications 
qu’elle a reçues depuis qu’on a reconnu limpossi- 
bilité de fonder, comme l’entendait ce grand géome- 
tre, tout le calcul différentiel sur de simples identités 
algébriques, n’est au fond qu’un retour à la méthode 
de Newton. Sa notation, qu'il est utile dans une foule 
de cas d'employer concurremment avec celle de 
Leibnitz, ne diffère par rien d’essentiel de la notation 
newtonienne; et les épithètes vagues de primitives et 
de dérivées ne valent pas les dénominations de 
Jluentes et de fluxions auxquelles Newton avait donné 
un sens si précis. Mais je n'ai pas oublié que, dans 
un livre à l’usage des jeunes étudiants, il faut parler 
le langage actuellement reçu dans les écoles. En 
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conséquence J'ai exposé d’abord, dans un chapitre 
spécial, la théorie des fonctions dérivées, sous la 
forme qu’on lui donne maintenant; puis, je me suis 
attaché à faire comprendre la théorie des infiniment 
petits, et l'identité des résultats obtenus par la mé- 
thode infinitésimale avec ceux que donne la consi- 
dération des limites et des fonctions dérivées. Une 
fois cette identité bien saisie par le lecteur, il peut 
sans scrupule accepter les démonstrations par l’infi- 
niment petit, et profiter des simplifications que ce 
tour de démonstration a la propriété d'opérer. 

De cette maniere, le lecteur n’arrive qu'avec len- 
teur, quoique sans circuits, à la différentiation des 
fonctions élémentaires, par laquelle les auteurs dé- 
butent ordinairement. Je souhaite que cette lenteur 
ne soit pas trop blämée; et je m'imagine que, si j'ai. 
réussi à me rendre clair, au moins à une seconde lec- 
ture, les commençants trouveront quelque avan- 
tage, pour la suite de leurs études, à avoir insisté un 
peu longuement sur ces généralités. 

Pour représenter des fonctions qui peuvent être 
quelconques, et même n'avoir pas d'expression ma- 
thématique, j'aifaitun continuel usage des courbes. 
Ce signe, si naturel et si commode, rend presque 
évidents une foule de résultats dont la preuve 
exige, pour être suivie, un certain effort d'esprit, 
quand on ne s’aide pas des considérations graphi- 
ques; et il ne faut pas confondre l'emploi de ces 
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considérations , pour la facile intelligence de la théo- 
rie des fonctions, avec l’application du calcul diffé- 
rentiel à la géométrie, qui fait, dans ce premier 
volume, l’objet d’un livre particulier. Les applica- 
tions géométriques du calcul intégral ont beaucoup 
moins d’étendue, et on les trouvera dans le second 
volume, exposées après les théories de pure analyse 
auxquelles ellesse rapportent le plusimmédiatement. 

Il était permis à une autre époque de regarder 
les applications géométriques commele but principal 
de l’analÿse : il n’en est plus de même depuis les 
rapides progrès de la physique mathématique. La 
discussion des questions particulières de physique, 
auxquelles les géomètres ont appliqué lanalyse, 
n'appartient pas sans doute à un traité de mathé- 
matiques pures; mais les propriétés générales des 
fonctions, en tant qu'elles représentent des grandeurs 
physiques, variables dans l’espace et dans le temps, 
sont un sujet de spéculations générales et abstraites 
qui n'emprunte rien à l'expérience, et qui appartient 
aux mathématiques pures, aussi bien que lexposi- 
tion des propriétés de l'étendue. Nous avons appelé 
l'attention du lecteur sur ces propriétés générales 
des fonctions physiques et des fonctions du temps, 
chaque fois que l’occasion s’en est présentée; et 
sous ce rapport le présent ouvrage pourrait être 
considéré comme une introduction générale à la 
physique mathématique. 
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En adoptant la forme deTraité, j'ai dü m'’attacher à 
rendre l’ordre et la distribution des matières aussi 
naturels que possible; sansignorer qu'on ne peut at- 
teindre ce but de maniere à éviter toute association 
arbitraire et touteséparation regrettable. Le premier 
volume renferme ce qu’on a coutume de comprendre 
sous la rubrique de Calcul différentiel ; le second 
est consacré au Calcul intégral et à celui des diffé- 
rences finies : mais je donne dès le commencement 
du premier volume, au livre intitulé des Principes, 
les premières notions du calcul intégral et du cal- 
cul des différences finies, qui m'ont semblé néces- 
saires pour rendre plus claires ou plus complètes, ou 
pour fixer à leur juste place desthéories qui se ratta- 
chent au calcul différentiel. 

Je me suis écarté de l’usage en plaçant le Calcul 
des variations dans le cinquième livre, qui a pour 
objet les quadratures, avant la théorie de l’intégra- 
tion des équations différentielles. Cette innovation 
me paraît motivée sur l’ordre des difficultés, non 
moins que sur l’enchainement des matières. En 
écartant le calcul des variations de la théorie des 
quadratures, à laquelle il se rattache naturellement, 
pour le rejeter après l'intégration des équations aux 
différences partielles, on induit les commençants 
en erreur sur la vraie nature de cette belle méthode 
de Lagrange, comme sielle constituait (selon l’expres- 


sion proposée par unauteur de mérite) unnouveau cal- 
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jante application des principes du calcul différentiel 
/aux fonctionsrenfermées sousun signe dequadrature. 
Le progrès actuel des sciences mathématiques 
n’exige pas, comme celui de quelques branches de 
la physique, une refonte continuelle des éléments : 
cependant, à mesure que certaines théories se sim- 
plifient, ou reçoivent des applications plus impor- 
tantes, elles acquièrent des droits à passer dans l’en- 
seignement élémentaire; et à y prendre la place 
d’autres spéculations auxquelles on n’a pas reconnu 
la même fécondité. II m'a semblé que les principes 
de la théorie des fonctions elliptiques et eulérien- 
nes devaient se trouver dans les éléments du calcul 
intégral; que les exemples de détermination d’inté- 
-grales définies devaient y être multipliés ; qu'il fallait 
insister sur les nouveaux procédés d'intégration des 
équations linéaires aux différences partielles, assez 
pour préparer convenablement le lecteur à l'intelli- 
gence des travaux spéciaux de physique mathéma- 
tique. D’un autre côté, comme j'ai eu surtout en vue 
l'intérêt des jeunes gens quise préparent à nos grades 
et à nos concours universitaires, j'ai indiqué par un 
astérisque, dans le texte et dans la table des chapi- 
tres, les matières qui, d’après l'usage, ne sont point 
réputées exigées pour la licence ès sciences mathéma- 
tiques, ni pour le concours d’ägrégation dont le 


grade de licencié est une condition préliminaire. 
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Il ne faut pas confondre, dans une exposiu, 
didactique, l’enchainement logique des propositions 
avec les liaisons naturelles qu'ont entre elles les 
vérités physiques ou abstraites qu’il s’agit d'exposer. 
Ou peut satisfaire à toutes les conditions d’un en- 
chainement logique, sans éclairer l'esprit sur les rap- 
ports essentiels des idées et des théories auxquelles 
on l’applique. Les intelligences pénétrantes finissent 
par saisir ces rapports; et n’en eussent-elles qu'une 
perception confuse, cela suffit pour les guider dans 
la recherche de vérités nouvelles; mais il est bon 
de faciliter ce travail aux esprits ordinaires. On ne 
sera pas surpris que, d'après cette manière de voir, 
je n’aie pas fait consister seulement ma tâche dans 
Ja reproduction d’une suite de démonstrations pour le 
tableau. J'avoue même que j'attacherais moins de 
prix à mettre dans la démonstration d’un théorème 
cette rigueur extrême, si recherchée maintenant de 
quelques personnes, qu’à faire clairement apercevoir 
la raison de ce théorème et ses connexions avec les 
autres vérités mathématiques. Je prie donc que l’on 
m'accorde quelquefois, pour la commodité de l'ex- 
position, et pour ne point décourager dès le début 
mes jeunes lecteurs, des démonstrations qui ont 
satisfait si longtemps les plus grands géomètres. Je 
demande surtout de l’indulgence pour les erreurs 
qui auraient pu se glisser dans les calculs où dans 


la rédaction d’un ouvrage de longue haleine, où 
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serait peut-être chimérique de prétendre à une 

orrection parfaite. Je profiterais avec reconnaissance 

des observations que MM. les professeurs voudraient 

bien me communiquer, pour rendre; le cas échéant, 
cet ouvrage plus digne de leur être offert. 

Quoiqu’on ne puisse se faire une loi, dans un livre 
élémentaire, de citer lesinventeurs, j'ai passablement 
multiplié les citations, lorsqu'ellesse rattachaient aux 
premieres notions de l’histoire des sciences, que les 
élèves eux-mêmes doivent posséder, ou lorsqu'elles 
pouvaient leur inspirer un juste respect pour 
ceux de nos contemporains dont les travaux contri- 
buent aux progrès de la science. Les personnes déjà 
versées dans l'analyse supérieure , au jugement des- 
quelles je soumets les idées qui me sont propres, 
reconnaîtront bien, sans que je les indique ici, 
les sources nombreuses auxquelles j'ai dû puiser 
sans scrupule. Si je cite en particulier le grand ou- 
vrage de notre respectable maître, M. Lacroix, c’est 
pour acquitter une dette de reconnaissance person- 
nelle; car tout a été dit depuis longtemps sur le 
mérite du livre, et sur les services de tout genre que 
son auteur à rendus à l’enseignement. 

J'ai évité soigneusement d'employer des mots qui 
n'eussent pas déjà cours, et l’on ne trouvera dans 
ce Traité, quant à la terminologie, qu'une innovation 
de quelque importance : celle qui consiste à distin- 


guer par des numéros d'ordre les diverses solutions 
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de continuité d’une fonction. Ainsi, je dis qu, 
fonction éprouve une solution de continuité du p. 
mier ordre, lorsqu'elle prend une valeur infinie o\ 
qu'elle passe brusquement d’une valeur finie à une 
autre ; si une pareille solution de continuité est su- 
bie par la fonction dérivée du premier ordre, je dis 
que la fonction primitive éprouve une solution de 
continuité du second ordre, et ainsi de suite. Cette 
définition a pour but, non-seulement d’abréger le dis- 
cours, mais aussi de donner plus de précision à cer- 
taines notions fondamentales, et je m'étonne qu’on 
ne l'ait pas déjà introduite danses livres didactiques. 
Je n'ai pas craint d'employer, dans quelques pas- 
sages iort courts du premier volume, des termes 
dont l’acception philosophique est bien connue, 
mais qui ne semblent pas appartenir à la langue ma- 
thématique. Ceux des lecteurs que ces termes cho- 
queraient, peuvent passer outre sans inconvénient. 
J'ai conservé ces passages, en lesresserrant, pour des 
personnes d’une autre tournure d'esprit; et peut- 
être trouverai-je une occasion de développer utile- 
ment les idées qui n'y sont qu’indiquées. Ce que je 
dis dans le chapitre IV du quatrième livre, sur les 
connexions de la géométrie et de l’algèbre, compor- 
terait aussi des développements dans lesquels je ne 
suis pas entré, pour ne pas trop m'écarter du but 
principal que j'avais en vue. 
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DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL ET DE LA THÉORIE 
DES FONCTIONS. 


1. Dans le langage emblématique des anciens algé- 
bristes, les produits de facteurs égaux s’appelaient indit- 
féremment puissances, disnités où fonctions : nous 
attachons encore aujourd’hui au mot de puissance la 
même acception, et celui de dignité (dignitas) est resté 
en usage dans le latin technique ; mais le terme de fonc- 
tion a dépouillé depuis longtemps cette acception par- 
ticulière pour en prendre une autre beaucoup plus gé- 
nérale, et dont la généralité dénote l’un des progrès les 
plus remarquables de l’abstraction mathématique. 

Jean Bernoulli paraît être le premier qui ait entendu 
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par fonction d’une quantité x, non-seulement les puis- 
sances de cette quantité , telles que x", mais toutes les 
quantités y dont on peut exprimer par des signes d’al- 
gébre la relation avec la quantité x : relation en vertu 
de laquelle la valeur de x détermine celle de y, et r'éCi- 
proquement. Ainsi : 
L—Mmrt+n 


VIE x 


y=a+(b—x)",y= == log. (à +x),etc. 
sont en ce sens des fonctions de x aussi bien que +”. 
On fait tomber vers l’année 1690 la date de cette inno- 
vation (*), qui n'aurait eu d’ailleurs qu'une faible im- 
portance, si elle ne s'était rattachée aux idées émises par 
Descartes, un demi-siècle auparavant. 

Il résulte en effet des conceptions de Descartes, qu'une 
équation algébrique n’est pas seulement propre à indi- 
quer les opérations de calcul par lesquelles on peut ob- 
tenir la valeur numérique d’une quantité déterminée, 
mais qu'elle exprime encore la loi suivant laquelle 
varient simultanément deux grandeurs dont l’une dé- 
pend de l’autre, et qui toutes deux passent d’une valeur à 
une autre sans discontinuité, ou en prenant successive- 
ment toutes les valeurs intermédiaires. Il fallait expri- 
mer d’une manière générale cette dépendance entre deux 
grandeurs variables; ce qu’on fait commodément en 
disant, d’après Bernoulli, que l’une des variables est 
fonction de l’autre. | 


(*) Voyez deux notes de Leibnitz, insérées dans les Acta erudito- 
rum et dans le Journal des Savants pour l'année 1694 (OEuvres de 
Leibnitz, 1. IL, p. 300 et 302). Le mot de fonction y est pris dans 
une acception qui n’est pas envore précisément celle qu’il a conser- 
vée, mais qui s’en rapproche beaucoup pour le sens et pour la géné- 


ralité, 
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La pensée de Descartes était, comme chacun le sait, 
d'appliquer l'algèbre à la géométrie, et pour cela de dé- 
finir algébriquement les courbes au moyen d’une équa- 
tion entre les coordonnées de chaque point. Récipro- 
quement, cette idée mettait sur la voie d'appliquer la 
géométrie à l’algèbre, en considérant les deux variables 
de toute équation indéterminée comme les coordonnées 
d'une ligne dont on peut, au moyen de l'équation même, 
déterminer avec exactitude autant de points qu’on le 
juge convenable. La courbe n’est plus alors que le signe 
graphique et conventionnel de la loi algébrique qui lie 
les variables entre elles; mais ce signe conventionnel 
est merveilleusement adapté à la nature de la chose 
signifiée; et il ramène à des faits de pure intuition des 
rapports que l'esprit ne saisirait pas sans effort dans leur 
nature abstraite, en s’astreignant à n’employer que des 
signes d’une autre espèce. La continuité de la ligne est 
l'image sensible de la continuité de la fonction : et les 
inflexions d’une courbe, son allure, font souvent voir 
d'un coup d'œil ce qu’on ne mettrait que péniblement 
en évidence par la discussion algébrique de l'équation 
que la courbe représente. 

2. Le caractère propre d’une fonction continue con- 
siste en ce que l’on peut toujours assigner à l’une des 
variables des valeurs assez voisines pour que la différence 
entre les valeurs correspondantes de la fonction qui en 
dépend, tombe au-dessous de toute grandeur donnée. 
Autrement, cette fonction ne pourrait pas être exprimée 
par l’ordonnée d’une ligne dont l’autre variable est 
l’abscisse; et, réciproquement, il est manifeste que cette 
propriété subsiste pour toute fonction exprimée par 
l’ordonuée courante d’une certaine ligne. Quand une 
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fonction définie par une formule algébrique devient 
infinie pour une certaine valeur de l’autre variable, on 
dit que la fonction éprouve, pour cette valeur, une solu- 
tion de continuité. C’est ce qui arrive, par exemple, à 
la fonction très-simple 

I 


Ÿ — 


D TE a ? 


pour la valeur x=—4«. Si l’on donne à x deux valeurs 
très-voisines, mais l’une un peu plus petite, l’autre un 
peu plus grande que a, les valeurs correspondantes de y 
diffèrent excessivement, l’une étant un très-grand nom- 
bre négatif et l’autre un très-grand nombre positif; et 
même, dans ce cas, plus la différence des valeurs de x 
deviendra petite, plus la différence (algébrique) des va- 
leurs correspondantes de la fonction y ira en croissant. 
Aussi, l’hyperbole dont la fonction y est l’ordonnée, a 
deux branches séparées par l’ordonnée asymptotique 
qui correspond à l’abscisse à. 

Eu général, les fonctions qui s'expriment avec les 
signes usités en algèbre et en trigonométrie, ont, comme 
la précédente, la propriété de rester continues dans 
l’ensemble de leur cours, sauf des solutions de conti- 
nuité qui peuvent correspondre à certaines valeurs 
singulières de la variable dont elles dépendent. IL y a 
cependant quelques exceptions à ce principe, auxquelles 
on est conduit par une suite nécessaire des règles d’après 
lesquelles se combinent les signes algébriques. Si, par 
exemple, on posait y—(—a), a désignant un nom- 
bre positif, toutes les fois que x serait égal à une frac- 
tion de numérateur impair et de dénominateur pair, 
y deviendrait imaginaire; et comme on peut toujours 
intercaler entre deux valeurs de x, si voisines qu’on les 
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conçoive, une infinité de fractions à numérateurs im- 
pairs et à dénominateurs pairs, 1l s'ensuit qu'on ne peut 
joindre par un trait continu deux points correspondant 
à deux systèmes de valeurs réelles pour les coordonnées 
x et y, quelque voisins qu'on les suppose. Mais des 
fonctions anomales, comme celle que l’on vient d'in- 
diquer, ne sont pas susceptibles de s’appliquer à la me- 
sure des phénomènes naturels, et ne jouent même jus- 
qu'ici qu’un rôle très-borné en analyse pure. Il n’en 
sera reparlé que beaucoup plus tard, dans la suite de 
ce Traité. ) 

3. D'un autre côté (et cette considération est, sans 
comparaison, plus importante), nous concevons qu'une 
grandeur peut dépendre d’une autre, sans que cette 
dépendance soit de nature à pouvoir être exprimée par 
une combinaison des signes de l'algèbre. En étudiant la 
trigonométrie, le lecteur a vu qu’on introduit des abré- 
viations ou des signes spéciaux pour indiquer le sinus, 
le cosinus, la tangente d’un arc, grandeurs géométrique- 
ment déterminées, par cela seul qu’on assigne la valeur 
de l'arc, mais qui ne peuvent cependant pas s'exprimer 
en fonction de l’arc au moyen des signes de l'algèbre 
pure. Imaginons un pendule Sr ( fig. 1) qu’on écarte de 
la verticale d’un angle SV, et qu’on abandonne ensuite 
dans le vide à l’action de la pesanteur : on conçoit une 
relation nécessaire entre le temps écoulé depuis l’origine 
du mouvement, et l’angle que la tige du pendule fait en 
chaque instant avec la verticale; mais cette relation ne 
peut point s'exprimer exactement avec les seuls signes 
algébriques et trigonométriques, qui sont ceñsés connus 
du lecteur. Nous énoncerons toutefois la dépendance de 
ces deux grandeurs, en disant que l’angle d'écart est une 
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généraliserons lac- 
ception du mot de fonction beaucoup plus qu'on ne 
l'avait fait d’abord. 


Ceux qui ont étudié Ja dynamique savent qu'on peut 


fonction du temps; mais alors nous 


effectivement calculer, avec tel degré voulu d’approxi- 
mation, la valeur numérique de l’angle d'écart pour cha- 
que instant, et pour chaque valeur de la lôngueur du 
pendule et de l'angle initial d'écart, en n’empruntant à 
l'expérience qu’une seule donnée, la mesure de l’espace 
que décrit un corps qui tombe librement dans le vide pen- 
dant la première seconde de sa chute. Mais l'étude des au- 
tres phénomènes naturels, et surtout celle des phénomènes 
de la vie sociale, nous montrent une foule de cas où deux 
grandeurs variables dépendent manifestement l’une de 
l’autre, sans qu’on puisse calculer l’une à priori au moyen 
de l’autre : soit parce qu’en effet la liaison qui les unit n’est 
pas susceptible d’une définition mathématique; soit parce 
que cette définition, quoique possible, nous est inconnue. 

Ainsi, la force élastique maximum de la vapeur d’eau 
est une fonction de la température de cette vapeur; la 
température moyenne des diverses tranches d’une co- 
lonne atmosphérique est une fonction de la hauteur de 
cette tranche au-dessus du niveau des mers; la quantité 
demandée d’une denrée est une fonction du prix cou- 
rant; au sein d'une grande population, le rapport du 
nombre des individus de chaque âge à la population 
totale est une fonction de cet âge. En donnant au mot 
de fonction, comme on doit le faire maintenant, cette 
acception tout à fait extensive, nous le tirons en quel- 
que sorte de la langue mathématique, pour lui donner 
place dans un vocabulaire moins spécial, à l'usage de 
tous ceux qui cultivent les sciences où l’on compare des 
grandeurs mesurables. 
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Les fonctions dont il s’agit ici ne peuvent être données 
que par lobservation, et elles sont réputées connues lors- 
qu’on a construit une table où se trouvent, d’une part, des 
valeurs très-voisines et très-multipliées de l’une des quan- 
tités variables, d'autre part, les valeurs correspondantes 
de la fonction qui en dépend, telles que les donnent des 
observations très-précises, ou assez nombreuses pour que 
les erreurs qu’elles comportent, disparaissent sensible- 
ment des résultats moyens. On doit nommer les fonc- 
tions ainsi déterminées, fonctions empiriques, par oppo- 
sition aux fonctions qui se définissent mathématiquemeni, 
et qu’on peut calculer exactement, ou avec une approxi- 
mation illimitée, en ne s'appuyant que sur leur définition 
mathématique. 

Le système de représentation graphique imaginé par 
Descartes s'applique aux fonctions empiriques comme à 
celles qui peuvent s'exprimer par une formule algébrique; 
puisque, même pour celles-ci, il faut en général convertir 
d’abord la formule en table , afin de déterminer des points 
isolés que l’on joint ensuite par un trait continu, de ma- 
nière à tracer la courbe avec une exactitude d’autant plus 
grande que les points déterminés exactement sont plus 
voisins et en plus grand nombre. 

Parmi les personnes qui s'occupent des sciences phy- 
siques et sociales, il n’en est aucune qui ne connaisse 
les avantages attachés à l’emploi du tracé graphique pour 
représenter les formes des fonctions empiriques; pour ré- 
soudre pratiquement les problèmes qui s'y rapportent; 
enfin pour apercevoir des résultats que la simple ins- 
pection des tables ne mettrait pas suffisamment en évi- 
dence, et qui dépassent même les limites des tables: le 
sentiment de la continuité des formes tenant lieu ici de 
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ce procédé d’induction auquel l'esprit humain est rede- 
vable de la plupart de ses découvertes. 

4. Une grandeur physique et mesurable doit toujours 
rester finie, et ne peut par conséquent, comme certaines 
fonctions algébriques, éprouver des solutions de continuité 
provenant du passage de la fonction par une valeur in- 
finie. Chaque fois que l’on trouve une grandeur physique 
exprimée par une fonction mathématique sujette à de 
telles solutions de continuité, il faut en conclure que la 
fonction mathématique cesse de donner la véritable me- 
sure de la grandeur physique, dans le voisinage des va- 
leurs pour lesquelles la solution de continuité a lieu. 

Par exemple, on sait que la force de gravitation entre 
deux molécules pondérables, est exprimée par la fonction 

(42 Ve 
nas REC) 

a désignant une constante, etx la distance des deux mo- 
lécules considérées comme des points mathématiques. 
Cette fonction devient infinie quand x s’évanouit; mais 
on ne peut physiquement admettre, ni que les molé- 
cules se réduisent à des points mathématiques, n1 que 
ces points coïncident. Lorsque les molécules seront très- 
voisines l’une de l’autre, l'équation (1) qui était sensi- 
blement exacte, tant que les dimensions des molécules 
restaient très-petites comparativement à leur distance, 
devra être remplacée par une autre qui dépendra de la 
figure des molécules. 

Lorsqu'une grandeur physique varie avec le temps, 
ou en raison seulement de la variation des distances 
entre des molécules ou des systèmes matériels, ou par l’ef- 
fet de l'écoulement du temps combiné avec la variation 
des distances, il répugne qu’elle passe d’une valeur finie 
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à une autre, sans prendre dans l’intervalle toutes les 
valeurs intermédiaires. C’est ce qu'exprime l’adage cé- 
lèbre des anciennes écoles : Vatura non facit saltus. 
Mais dans l’état d’imperfection de nos connaissances sur 
la constitution des milieux matériels, on est autorisé à 
admettre pour certaines grandeurs physiques, telles que 
nous les pouvons définir et mesurer, des solutions de 
continuité résultant du passage brusque d’une valeur 
finie à une autre. Ainsi, quand deux liquides hétérogè- 
nes, tels que l’eau et le mercure, sont superposés, nous 
regardons la densité comme une grandeur qui varie 
brusquement à la surface de contact des deux liquides : 
bien que toutes les probabilités nous portent à croire, 
et qu'il soit philosophique d'admettre que la solution de 
continuité disparaïitrait, si nous nous rendions complé- 
tement compte de la structure des liquides, et de tous 
les phénomènes qui se passent dans le voisinage de la 
surface du contact. 

5. Or, par cela seul que des fonctions mathématiques 
ou empiriques satisfont à la loi de continuité, elles jouis- 
sent de certaines propriétés générales qui sont d’une 
grande importance, non-seulement pour la théorie abs- 
traite du calcul, mais bien plus encore pour l’interpré- 
tation des phénomènes naturels. Nous nous bornerons 
à en citer deux, que la représentation graphique des 
fonctions par les courbes rend manifestes, et qui ne tar- 
deront pas à devenir l'objet de très-amples développe- 
ments, mais qu'il suffira d’énoncer pour le but que 
nous avons actuellement en vue. 

La première propriété consiste en ce que les varia- 
tons de valeur que subit une fonction, à partir d’une 
valeur déterminée, sont sensiblement proportionnelles 
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aux variations correspondantes de l’autre grandeur, 
quand ces variations sont très-petites. Déjà le lecteur a 
vu une application très-importante de ce principe, dans 
la manière de faire usage des différences proportion- 
nelles, annexées aux tables de logarithmes. Afin de fixer 
les idées par un autre exemple, prenons la fonction al- 
gébrique : 
; x? — 17 x + 6 
X— 10 


= MORE 
représentée (/ig. 2) par les deux branches de courbe 
tÜ mn, s u v, que sépare une ordonnée asymptotique, 
correspondant à l’abscisse x — 10. Nous trouverons : 


O PSS 
1° pour 4 — 1,00 rh bjoo00o ch: 
k A 4 Différ. + 0.0055 


TE I,0I , V—=+ 0,005 


+ 0,00554 
LT—=1]I,02 + 0,0110 - 
en dut + 0,00553 
T—=1,03, Y—+ 0,01662 
29 pourx —6,00 —— 0,00000 
P ARE TN — 0,012)6 
æ—6,01, y——0,01256 
— 0,01 2067 
x—6,02, y——0,02523 
—0,01278 


x—=6,03, yÿ——0,03801 


ee + ee .. +. 0 + ee + # © « 


La loi de proportionnalité se vérifie avec une grande 
approximation dans les deux cas, quoique les valeurs 
de y varient plus rapidement dans le second cas que 
dans le premier, pour des accroïssements égaux de x. 
Cependant nous avons fait varier la valeur de x par de- 
grés égaux à un centième, ce qui n'est pas une frac- 
tion très-petite. Si nous avions pris une série de valeurs 
de æ équidistantes d’un millième, la proportionnalité 
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des variations correspondantes de y se serait soutenue 
d’une manière beaucoup plus approchée. 

Au surplus, tout ceci revient à dire qu’un arc de courbe 
approche d'autant plus de se confondre avec la tangente 
menée par une des extrémités de l'arc, que cet arc est 
plus petit : car, pour une droite, les différences des or- 
données sont rigoureusement proportionnelles aux diffé- 
rences des abscisses , et le rapport constant de ces dif- 
férences est égal à la tangente trigonométrique de 
l'angle que la droite fait avec l'axe des abscisses. 

La fécondité de ce principe si simple, la portée de 
ses applications sont faciles à pressentir. Ainsi, chaque 
fois que certaines variables oscillent autour de valeurs 
moyennes dont elles s’écartent très-peu; lorsqu'on a, 
par exemple, x —zx, + x’, x étant au nombre varia- 
ble, toujours très-petit par rapport au nombre cons- 
tant x, toutes les fonctions de x, connues ou incon- 
nues, mathématiques ou empiriques, deviennent des 
fonctions de x’ qu'on peut sans erreur sensible ramener 
à la forme a + bx', a et b désignant des nombres 
constants, c'est-à-dire à une fonction algébrique, la plus 
simple de toutes. Tel est en effet le grand moyen d’ap- 
proximation à l’usage des analystes: celui par lequel ils 
soumettent au calcul des questions qui, dans leur ge- 
néralité, se déroberaient à toute investigation mathé- 
matique. 

Plusieurs principes de physique, découverts par lex- 
périence, et donnés comme des faits d'observation, ne 
sont que des conséquences du principe mathématique 
que l’on vient de rappeler. 

6. L'autre propriété générale des fonctions continues, 
que nous voulons faire remarquer ici, consisté en ce 
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que latvaleur de la fonction reste sensiblemeut station- 
naire dans le voisinage des valeurs r#axima ou mi- 
rima. Ceci ressort encore de linspection des courbes : 
car, quand l’ordonnée d’une courbe, après avoir été dé- 
croissante, devient croissante (ce qui est le cas du 
maximum), ou bien au contraire, quand, après avoir 
été décroissante, elle vient à croître (auquel cas elle 
passe par un 77irnimum), la tangente à la courbe de- 
vient parallèle aux abscisses, comme en le voit sur la 
fig. 2, aux points 7 et u. L’ordonnée de cette tangente 
devient constante, et l’ordonnée du petit arc de courbe 
qui se confond sensiblement avec la tangente, selon la 
remarque du n° précédent, a par cela même une va- 
leur sensiblement constante. Il peut, à la vérité, se pré- 
senter des cas où cette règle tomberait en défaut, 
comme cela arriverait pour la courbe 2h# ( fig. 3) 
qui subit au point À ce que les géomètres nomment un 
rebroussement. L'ordonnée du point est un maxt- 
murn, quoique la tangente commune aux deux arcs 2h, 
Ak, qui viennent se toucher en }, soit perpendiculaire 
et non parallèle à l'axe des abscisses. Mais cette excep- 
tion tient à un accident singulier dans le tracé de la 
courbe # À k, et à une position déterminée de l’axe des 
abscisses par rapport à cette courbe; au lieu que la 
règle générale dont la jig. 2 offre une application, ne 
suppose aucune particularité dans le tracé de la courbe, 
et subsisterait pour toute autre direction de l’axe des 
abscisses, ou, ce qui revient au même, après un dé- 
placement quelconque de la courbe par rapport à l’axe. 
Seulement, si un semblable déplacement avait lieu, les 
ordonnées maximun et minimum ne correspondraient 
plus aux points »2 et w, mais à d’autres points de la 
courbe. 
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On trouve directement, par des méthodes qui se- 
ront exposées:plus loin, que les valeurs 77aximum et 
minimum de la fonction (2) correspondent aux valeurs 
æ — 4, x — 16, et le calcul numérique nous donnera : 


1° pour æ 


3,99 ,  — 0,999983 Diff. + 0,000017 


ZT —= 4,00, Y — 1,000000 


4,01, Y — 0,999983 


CO OT OR OR ON OS EN ! eue e" sv Su ere. an en e7, 0 


— 0,000017 


Re A A 
x — 16,00 , y —25,000000 
HO) 000017 


2° pour æ 
— 0,000017 


—- 0,000017 
L 


.. + ee ee LAS y ee 0:00. eee 0e7.e 


Conséquemment, une variation d’un centième dans la 
valeur de x, quand x = 4 ou = 16, ne fait varier que 
de 17 millionièmes la valeur de y; tandis que la varia- 
tion de ÿ correspondant à une égale variation de x, 
est 326 fois plus grande quand x = 1,et 739 fois plus 
grande quand x — 6, selon les calculs rapportés plus haut. 

La propriété que nous venons de reconnaître dans 
les valeurs maxima et minima, trouve sans cesse son 
application dans la pratique, et notamment dans la mé- 
canique industrielle, où il s’agit surtout d'apprécier la 
valeur d’une certaine grandeur, qui correspond à un 
maximum d'effet utile pour la même dépense d’argent 
ou de force, ou à un 7ririmum de dépense pour ia 
production du même effet utile. Cette propriété vient 
merveilleusement à notre secours, vu l’imperfection de 
nos connaissances et de nos instruments de mesure, en 
élargissant les limites entre lesquelles notre appréciation 
peut tomber, sans qu'il en résulte de notables variations 
dans la dépense ou dans l'effet produit. 
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Cependant, quelque important et quelque facile à 
apercevoir que soit ce principe, Montucla nous dit (*) 
qu'il n’a été énoncé en premier lieu que par Kepler, 
dans son livre intitulé : Stercometria doliorum, publié 
en 1615. 

7. Maintenant il est aisé de comprendre qu'outre ces 
propriétés presque évidentes, communes à toutes les 
fonctions continues, il peut y en avoir d’autres, moins 
aisées à découvrir, et qui appartiennent de même à 
toutes les fonctions, ou à certaines classes de fonctions, 
définies par des caractères généraux, tels que serait ce- 
lui de croître sans cesse avec la variable dont elles dé- 
pendent, ou de reprendre périodiquement les mêmes va- 
leurs pour des valeurs équidistantes, de cette variable. 
Dès lors on peut imaginer une théorie qui aurait pour 
objet la discussion des propriétés générales des fonc- 
tions; et cette théorie constituera une branche spéciale 
des mathématiques, subsistant par elle-même ; laquelle 
à la rigueur aurait pu former un corps de doctrine, 
quand même l'algèbre n’eût pas été préalablement in- 
ventée; quand même on n'aurait pas pu se proposer 
d'appliquer cette théorie à des fonctions algébriques : 
quoique sans doute la principale utilité de la théorie 
des fonctions consiste dans l'application dont il s’agit, 
surtout si l’on a en vue la détermination numérique 
des grandeurs. 

Nous insistons sur cette manière de définir la théorie 
des fonctions, parce qu’elle repose sur une idée qui re- 
viendra dans tout le cours de ce Traité. Elle nous pa- 
rait être la base philosophique de la partie de lensei- 


(*) Hist, des Math., part. IV, liv. 1, n° 4. 
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gnement dont nous nous occupons, et la seule qui 
réponde bien à l’état actuel de l’analyse mathématique. 
On y est surtout conduit par les applications de plus en 
plus étendues de l'analyse aux sciences physiques; mais, 
indépendamment de toute application, on trouve dans 
la théorie ainsi comprise la solution immédiate de la 
plupart des controverses agitées à diverses époques 
entre les géomètres, au sujet des principes mêmes de 
l’analyse (”). 

8. En général on exprime que la grandeur y est une 
fonction de x, connue ou inconnue, mathématique ou 
empirique, par le moyen de notations, telles que : 


J=J@&), Jr =F(x);7 = (x), etc. 

les lettres f, F, 0... désignant, non pas des quantités, 
mais des caractéristiques de fonctions, analogues aux 
abréviations /og ou sin. Souvent, lorsque les paren- 
thèses ne doivent contenir qu’une lettre, on les sup- 
prime, et quelquefois, dans ce cas, on met un point 
après la caractéristique. Le lecteur a pu déjà se fami- 
lariser avec ces notations dans les traités de pure al- 
gèbre où on les a introduites; mais en algèbre les ca- 
ractéristiques désignent essentiellement des fonctions 
algébriques, et désormais elles pourront s'appliquer à 
des fonctions quelconques. 

Dans la détermination d'une fonction y = f (x), 
peuvent entrer et entrent ordinairement les valeurs de 


(*) Ainsi Lagrange n’aurait pas fait un livre exprès « pour réduire 
le calcul différentiel à l’analyse algébrique, » s’il avait distingué dans 
le calcul différentiel un corps de doctrine qui fait partie de la théo- 
rie des fonctions continues, qu’elles s'expriment ou non par les 
signes de l'algèbre, et qui subsiste indépendamment des applications 


qu’on en peut faire aux fonctions et au calcul algébriques, 
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certaines grandeurs que l’on doit considérer comme 
constantes, tandis que x et par suite y varient. Si y et 
æ désignent les coordonnées courantes d’un cercle, le 
rayon du cercle est une de ces constantes. L’angle ini- 
tial d'écart d’un pendule [3] (*) et l’espace décrit par 
un corps qui tombe durant la première seconde de sa 
chute, sont aussi des constantes de la valeur desquelles 
dépend la fonction qui exprime la valeur de langle 
d'écart, pour chaque valeur du temps écoulé depuis lo- 
rigine du mouvement. On donne quelquefois à ces cons- 
tantes le nom de paramètres, emprunté à la théorie 
des sections coniques : dans les applications aux sciences 
physiques, on appelle aussi coefficients des constantes 
dont les valeurs numériques doivent être déterminées 
par l'expérience. 

Il est souvent utile d'exprimer qu’une fonction dé- 
pend, non-seulement de la variable x, mais en outre 
des valeurs constantes attribuées à certains paramètres 
a, 6,c.... ; ce qu'on fait en écrivant 


MN DE UPS ICS ARE.) NO) 

Si l’on était ameué à concevoir que ces paramètres 
a, b, c.….…., au lieu d’avoir des valeurs constantes et dé- 
terminées pour chaque cas particulier, varient sans dis- 
continuité à la manière de x, ils perdraient le nom de 
paramètres : la grandeur y se rangerait parmi les fonc- 
tions de plusieurs variables, dont nous ne nous occupe- 
rons qu'après avoir exposé les fondements de la théorie 
des fonctions d’une seule variable. 

9. Les lettres a, 0, ©... x, y, peuvent désigner 


(*) Les chiffres entre crochets indiquent les n° du texte auxquels 
on renvoie. 
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des grandeurs concrètes, telles que des longueurs, des 
aires, des volumes, des poids, etc. (dont l’expression 
numérique présuppose le choix d’une unité arbitraire), 
ou des nombres abstraits. Dans tous les cas, la forme 
de la fonction f doit être telle, que l'équation (3) sub- 
siste indépendamment du choix des unités de mesure ; 
ou, ce qui revient au même, il faut qu'on ne puisse pas 
tirer de l’équation (3) une condition d'égalité entre des 
srandeurs hétérogènes. Cette règle, connue sous le nom 
de principe de lhomogénéilé des fonctions, et qui ne 
saurait offrir de difficultés sérieuses dans les applica- 
tions, mène souvent de prime abord à des conséquences 
importantes concernant la forme des fonctions. On y a 
eu recours pour démontrer très-simplement, et à notre 
avis de la manière la plus directe, certaines proposi- 
tions fondamentales de géométrie et de mécanique (*). 

Afin de montrer une application du principe de l’ho- 
mogénéité des fonctions, revenons sur la question indi- 
quée au n° 3 : appelons 4 l'angle d'écart d’un pendule 
avec la verticale après un temps £ compté depuis l’ori- 
gine du mouvement; désignons par 0, l'angle initial d’e- 
cart, par / la longueur du pendule, et par + s, selon 
l'usage recu, la longueur que décrit dans la première 
unité de temps un corps qui tombe librement en vertu 
de la force de gravité qui fait mouvoir le pendule: on 


aura 
AE, 6,9, 0). 
best la fonction , £ la variable dont elle dépend; 6,, g, / 
sont des constantes ou des paramètres, et il n’y en a 
pas d’autres, puisque toutes les conditions du phéno- 
(} Voir la note 2 de la Géométrie de Legendre, et le n° 26 de la 


Mécanique de M. Poisson, 2° édition. 
T. I. D) 
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mène sont déterminées, une fois qu’on a fixé les valeurs 
de ces constantes. Or, g et l'sont les seules grandeurs 
dont la valeur numérique dépende du choix de l'unité 
linéaire, et la valeur de 6 en fonction de t ne peut pas 
changer avec cette unité arbitraire. Donc la fonction à 
ne dépend que du rapport des lignes 2, /, et l’on peut 
écrire 

| Of \E#, Ru 

Supposons que l’on sache en outre, par les premières 
expériences sur la chute des graves, que la racine carrée 
du paramètre £ varie proportionnellement à l'unité de 
temps, ou en raison imverse de la valeur numérique 
de £, pour un même temps écoulé : comme la valeur 
de 6 en un instant donné ne saurait dépendre du choix 
‘arbitraire de l'unité de temps, on en conclura que # ne 
peut entrer dans la fonction f qu’autant qu'il y est mul- 
tiplié par L/2, et qu'ainsi l’on a 


= f(c VE). 


Arrivés à ce point, nous ne pourrions particulariser 
davantage la forme de la fonction sans entrer dans le 
détail des principes de dynamique, spécialement appli- 
cables à la question, détail qui n’est point de notre 
sujet. 
10. Si l'on a en même temps 
r=S(ahe=e(t), (0 

de sorte que la valeur de y dépende immédiatement de 
celle de x, et que la valeur de x dépende immédiate- 
ment de celle de £, la valeur de y se trouvera dépendre 
médiatement de la valeur de £& : ce sera, comme on 
dit, une fonction de fonction, ou, pour parler un lan- 
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gage plus simple, une fonction zrédiate de la variable #. 
Les exemples de cette dépendance médiate et indirecte 
sont trop fréquents en mathématiques pures comme en 
physique pour que nous ayons besoin d'y insister. 
Elle s’exprimerait par la notation 
7 = flo (0}, y =f(ge). 
Il se pourrait aussi que l’on eût 
r=f(x; 2), x =9p(t);,z—=4%(), 0) 
d'où 
y=f{vt, d t) et 1 (#). 
Alors, quoique y se trouvât dépendre en apparence de 
deux variables x, z, elle ne dépendrait réellement que 
d'une seule variable £ dont il suffirait d’assigner la va- 
leur pour déterminer x, 3, et par suite y. 
Réciproquement, étant donnée une équation 
7 =F(L)=f(et, ve), 
il peut être avantageux de la remplacer par le système 
équivalent des trois équations (5), en introduisant deux 
variables intermédiaires æ, z, qui prennent alors com- 
munément le nom de variables auxiliaires. 

11. Le terme de fonction implique l’idée d’une va- 
riable dépendante d’une autre. Dans les exemples ci- 
dessus, y, x, zsont donc des variables dépendantes, et 
par opposition 4 peut être qualifié de variable indépen- 
dante. Au point de vue abstrait, il serait tout aussi 
permis de regarder y comme la variable indépendante, 
et x, z, comme des fonctions qui en dépendent mé- 
diatement ou immédiatement, puisque, si l'on assigne 
d’abord arbitrairement une valeur à y, celles de x, z, t 
seront déterminées en vertu des équations (4) ou (5). 
C’est ainsi qu'étant donnée une équation en x, y, il est 
aussi permis de la concevoir résolue par rapport à x 


os 
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que par rapport à y. On peut donc dire en ce sens que 
le choix de la variable indépendante est arbitraire ; 
mais ceci cesse le plus souvent d’être vrai lorsque l’on 
envisage un problème d’après ses données concrètes. 
La nature des grandeurs qui varient simultanément éta- 
blit entre elles des relations telles que les variations des 
unes doivent être considérées comme subordonnées aux 
variations des autres; et celles-là seulement dont les va- 
riations ne sont subordonnées à celles d'aucune autre, 
doivent être essentiellement qualifiées de variables in- 
dépendantes. 

Ainsi, dans la question de mécanique déjà plusieurs 
fois indiquée, il convient de considérer l'angle d'écart 
d'un pendule comme une fonction du temps # écoulé 
depuis l’origine du mouvement, et £ comme la variable 
indépendante ; et il répugnerait au contraire d'envisager 
t comme une fonction de l'angle @ pris pour variable 
indépendante; parce qu’il est évident que le temps s’é- 
coule ou que £{ varie indépendamment du mouvement 
du pendule, et au contraire que les variations de 6 dé- 
pendent du temps écoulé, ou sont subordonnées aux va- 
rations de é, 

En général, pour toutes les grandeurs qui varient 
avec le temps, et à cause du temps écoulé depuis un 
instant pris pour origine, le temps remplit, par la na- 
ture même des choses, le role d’une variable essentiel- 
lement indépendante, en ce sens que ses variations ne 
sont subordonnées à celles d'aucune autre grandeur. 
Nous aurons lieu, par la suite, de revenir sur les consé- 
quences de ce principe, et d'insister sur les propriétés 
générales des grandeurs, en tant que fonctions du temps : 
propriétés dont la discussion nous semble appartenir 
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aux mathématiques pures, au même titre que les spé- 
culations qui ont pour objet les propriétés de l'étendue 
et les formes géométriques. 

La remarque que lon vient de faire a lieu pour la va- 
viable {, comptée d’une origine arbitraire, et servant à 
déterminer l’époque d’un phénomène, ou, plus préci- 
sément, l'instant où une certaine grandeur atteint une 
valeur déterminée. Si, au contraire, la variable £ mesu- 
rait la durée absolue d’un phénomène, elle pourrait 
jouer le rôle de variable dépendante. Ainsi, la durée de 
loscillation d’un pendule est une fonction de langle 
initial d'écart, désigné ci-dessus par 0. C’est la gran- 
deur de cet angle qui détermine la durée de l’oscillation ; 
ou, en d’autres termes, nous concevons la variation de 
la durée comme une conséquence de la variation de 
l’angle initial, et non la variation de l'angle comme 
subordonnée à la variation de la durée. 

Des considérations analogues s'appliquent aux coor- 
données variables par le moyen desquelles on détermine 
la position d’un point sur une ligne donnée, sur une 
surface donnée, ou dans l’espace. La grandeur que lon 
envisage comme variable, non plus d’un instant à l’au- 
tre, mais d’un leu à l’autre, est une fonction des coor- 
données variables du point où elle est censée mesurée ; 
et les coordonnées indépendantes sont évidemment au 
nombre de trois, si le point peut se déplacer d’une ma- 
mière quelconque dans l’espace; au nombre de deux, si 
le point est assujetti à rester sur une surface donnée ; 
enfin, il n’y en a plus qu’une seule, si le point est assu- 
jetti à rester sur une ligne donnée. Toutefois, il faut re- 
marquer que le choix d’un système de coordonnées est 


arbitraire : de sorte que rien n'empêcherait de considé- 


22 LIVRE I. — CHAPITRE I. 

rer les coordonnées x, y, 3 qui déterminent la position 
d’un point dans l’espace,comme fonctions d’autres coor- 
données u, »,w, prises dans un autre système. L’indépen- 
dance des variables x, y, 3 ne tient donc pas à leur na- 
ture, mais au choix arbitraire qu'on en a fait pour 
servir de coordonnées, tandis que l'indépendance de la 
variable £, qui représente le temps écoulé depuis un ins- 
tant pris pour origine, tient à l'essence de cette gran- 
deur. Ces analogies et ces différences sont des consé- 
quences immédiates des analogies et des différences que 
présentent les concepts fondamentaux du temps et de 
l’espace. ee, 

Nous ne voulons pas dire, par ce qui précède, que, 
dans certaines questions de physique, telles coordon- 
nées ne soient pas indiquées de préférence à toutes au- 
tres, par la nature spéciale de la question : l'attention 
des analystes doit s’appliquer à saisir de semblables in- 
dications; car, en général, la solution d’un problème a 
atteint sa perfection quand on a lié par l'analyse les 
variables entre elles, conformément à l’ordre de leur 
dépendance naturelle. De même, en géométrie pure, le 
mode de génération d’une ligne ou d’une surface indique 
les coordonnées qu’il est convenable et naturel de prendre 
pour variables indépendantes, et dont le choix facilite 
la discussion des propriétés de la ligne ou de la sur- 
face. 
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DE LA CLASSIFICATION DES FONCTIONS ET DE LEUR 
DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES. 


12. Les fonctions mathématiques se distinguent en 
fonctions explicites et en fonctions #mplicites. On ap- 
pelle fonctions implicites celles qui sont déterminées par 
une équation non résolue entre la fonction et la variable 
indépendante. Ainsi la fonction y donnée par l’une des 
équations 
v°—dxy—=a, by + vbs x,tang y —ysint,etc., 
est une fonction implicite de x. Si ces équations étaient 
résolues par rapport à y et mises sous la forme y — f x, 
y deviendrait une fonction explicite de la même va- 
riable. 

On peut comprendre les fonctions explicites et im- 
plicites sous la même notation, en exprimant par une 
équation de la forme 

FU NE 6 je CL) 
la liaison qui subsiste entre la variable x et la fonc- 
tion y. 

Les fonctions mathématiques, qu’elles soient expli- 
cites ou implicites, se distinguent encore en fonctions 
algébriques et en fonctions transcendantes. Si l'équa- 
tion (1) est algébrique, en sorte qu'après l’évanouisse- 
ment toujours possible des dénominateurs et des radi- 
caux, le premier membre soit un polynôme entier de 
degré déterminé par rapport à æ et par rapport à y, la 
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fonction y est réputée algébrique. Si les variables x, y, 
ou seulement l’une d’entre elles, entraient dans la forma- 
tion d’un exposant, ou si elles se trouvaient affectées , 
soit d’un exposant irrationnel, soit du signe log, soit de 
l’un des signes usités en trigonométrie, la fonction se- 
rait qualifiée de transcendante. Plus généralement, toute 
fonction mathématique qui né se trouve pas comprise 
dans la définition des fonctions: algébriques est réputée 
transcendante. Les seules fonctions transcendantes que 
le lecteur soit censé connaître, savoir, les fonctions ex- 
ponentielles, logarithmiques et trigonométriques, ont 
été successivement définies dans le cours de mathéma- 
tiques élémentaires, Ces fonctions sont-elles en effet 
les plus simples de toutes après les fonctions algébriques 
élémentaires ? Sont-elles réductibles ou irréductibles en- 
tre elles? Y a-t-il entre elles quelque lien, malgré leur 
diversité apparente d’origine? Toutes ces questions sont 
du ressort de la théorie qui doit nous occuper; et en 
même temps que nous étudierons sous un point de vue 
nouveau les fonctions transcendantes déjà définies dans 
les éléments, nous serons amenés à en considérer d’au- 
tres en nombre illimitée, à les définir, à les classer, et 
à désigner celles de ces fonctions qui ont acquis le plus 
d'importance, par des notations ou par des caractéris- 
tiques particulières. 

15. Puisque les équations algébriques, de degré supé- 
rieur au quatrième, sont en général irrésolubles algé- 
briquement, et qu’ainsi la valeur de y en x, quand 
l’équation (1})est, par rapport à y, d’un degré supérieur 
au quatrième, ne peut pas, en général, s'exprimer avec 
les radicaux et les autres signes élémentaires de l'algè- 
bre, 1l semble qu'on pourrait regarder la racine d’une 
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telle équation comme une fonction transcendante , aussi 
bien que les exponentielles et les logarithmes. Mais Leib- 
nitz, à qui l'on doit la distinction des fonctions algé- 
briques et des fonctions transcendantes , n’a point com- 
mis cette méprise. En effet, la circonstance qu'uneéquation 
algébrique entre y et x soit ou ne soit pas résoluble al- 
gébriquement par rapport à y, n'influe nullement sur 
le nombre, sur les conditions de réalité ou d’imagina- 
rité des racines, ni, par suite, sur la forme qu’affecte la 
courbe dont x et y sont les coordonnées, sur le nombre 
de ses branches et sur les autres particularités de son 
cours. Tout ceci se rattache à la théorie de la compo- 
sition des équations algébriques, laquelle n’est point 
subordonnée à leur résolution algébrique, et en vertu de 
laquelle les fonctions algébriques, tant explicites qu'im- 
plicites, jouissent de propriétés communes qu'elles ne 
partagent pas avec celles auxquelles on a réservé avec 
juste raison la qualification de transcendantes. 

14. Les fonctions algébriques explicites se distinguent 
en fonctions entières et fractionnaires, rationnelles et 
trrationnelles :le sens de ces expressions est donné dans 
tous les traités d’algèbre. A légard des fonctions algé- 
briques implicites, comme on peut toujours préparer 
les équations dont elles sont les racines de manière à 
faire disparaître les dénominateurs et les radicaux, cette 
division serait sans objet. 

Les plus simples des fonctions rationnelles entières 
sont celles qui ne contiennent que la première puissance 
de la variable, et qu’on peut représenter généralement 
par 


a et à désignant des nombres constants. L'usage leur à 
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conservé la dénomination de fonctions linéaires, tirée 
de ce que l'équation précédente est celle d'une ligne 
droite, pour un système de coordonnées parallèles à deux 
axes fixes. 

Les fonctions rationnelles entières ne peuvent deve- 
nir infinies pour aucune valeur finie de la variable 
dont elles dépendent. De plus, il est évident qu’à toutes 
les valeurs de la variable correspond pour ces fonctions 
une valeur réelle et unique, positive ou négative. Il 
suit de là que si l’on représente une fonction ration- 
nelle et entière par l’ordonnée d’une courbe dont l’autre 
variable est l’abscisse, cette courbe à une seule branche 
s'étend indéfiniment, tant dans le sens des abscisses né- 
gatives que dans le sens des abscisses positives, sans 
éprouver nulle part de solution de continuité. 

15. Les fonctions fractionnaires, où la variable entre 
dans la composition d’un ou de plusieurs dénominateurs, 
peuvent devenir infinies, et par conséquent éprouver 
une solution de continuité pour les valeurs finies de la 
variable qui font évanouir un dénominateur. 

Les fonctions irrationnelles , même entières, subissent 
des solutions de continuité, et la courbe qui les repré- 
sente s’interrompt brusquement quand la valeur de la 
variable, affectée d’un signe radical, rend le radical ima- 
ginaire. Ainsi la fonction 

Y=rz+V/ 12% 
cessera d’avoir des valeurs réelles pour les valeurs de 
æ > I, et sera représentée graphiquement dans un sys- 
tème de coordonnées orthogonales par l’ordonnée de larc 
parabolique MI, (Jig. 4), qui s'étend indéfiniment dans 
le sens des abscisses négatives, et qui s’'interrompt brus- 
quement au point EL, dont Pabscisse OP = r. 
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De même la fonction 
SV a sax +1: 
sera représentée par l’ordonnée de la branche d’hyper- 
bole LMN (Jig. 5}, si l'on a OA — a < 1,et, dans ce 
cas , elle n’éprouvera aucune solution de continuité. La 
même fonction correspondra à l’ordonnée des arcs hy- 
perboliques PQ, RS, si l’on a « > 1; auquel cas il y aura 
solution de continuité aux points Q, R. Enfin, il faudra 
prendre, pour représenter la même fonction , l’ordonnée 
de la ligne brisée BAC, si l’on aa — 1 : car y devant res- 
ter positif, la fonction proposée deviendra dans ce cas 


F — I — ZT 
pour les valeurs de x <7r, et 
FX —1 


pour les valeurs de x > 1. Ce changement dans l’ex- 
pression algébrique de la fonction correspond à une so- 
lution de continuité dont nous définirons plus loin, d'une 
manière générale, les caractères analytique et géométri- 
que, et qui est d’un autre ordre que les solutions de 
continuité éprouvées par l’ordonnée des ares hyperboli- 
ques PQ, RS, aux points Q et R. 

16. A la vérité, si l’on considère à la fois les deux 
valeurs réelles dont un radical pair est susceptible, on 
aura deux branches ou deux arcs de courbe qui vien- 
dront se raccorder aux points dont l’abscisse correspond 
au passage du réel à l’imaginaire; et ainsi 1l n’y aura 
plus géométriquement de solution de continuité: car on 
ne doit entendre par solutions de continuité, dans le sens 
géométrique, que celles qui sont indépendantes de la 
direction arbitraire des axes auxquels on rapporte la 
courbe. 

On conclut de là que, pour avoir l'expression com- 
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plète d’une courbe par une équation algébrique entre ses 
coordonnées , 1l faut débarrasser cette équation des ra- 
dicaux , ou conserver tous les doubles signes inhérents 
à chaque radical pair. C’est là le fondement de la corres- 
pondance entre l'algèbre et la géométrie, dont nous re- 
parlerons lorsqu'il sera question plus spécialement des 
applications de l’analyse à la théorie des courbes. 

Au contraire, les courbes transcendantes, ou celles 
dont l’ordonnée est une fonction transcendante de l’abs- 
cisse , peuvent être interrompues brusquement dans leur 
cours sans que leurs branches se rejoignent; en sorte 
que le point qui décrirait par son mouvement une des 
branches de la courbe, s’arrêterait tout à coup. Ainsi 
la courbe qui a pour équation 


pee MA QE 
a désignant un nombre positif plus grand que 1, est 
formée de deux branches BL, MN ( féz. 6), dont la pre- 
mière a pour asymptote, dans le sens des abscisses posi- 
tives , l’axe même des x, et s'arrête brusquement au point 
B, dont les coordonnées sont x —0, y ——1; tandis 
que la seconde branche a pour asymptotes l’axe des y 
dans le sens des y positifs, et l’axe des x dans le sens des 
x négatifs. En effet, tant que x est positif, la fonction 
ds I 

CE RSS 

at 

va en décroissant indéfiniment pour des valeurs de x de 
plus en plus petites, et finalement s’évanouit avec x, 
tandis qu’elle tend à devenir égale à l’unité pour des va- 
leurs de x de plus en plus grandes. Au contraire, lors- 
que æ passe par des valeurs négatives, la même fonction 
croit au delà de toutes limites pour des valeurs numéri- 
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ques de x de plus en plus petites, au lieu qu’elle tend 
encore à devenir égale à l’unité pour des valeurs numé- 
riques de x de plus en plus grandes. 

On appelle pornts d’arrét ceux où une branche de 
courbe, transcendante ou empirique, s'arrête ainsi brus- 
quement. Si deux branches disjointes, NM, M'N’ (fo. 
7 ), avaient une commune ordonnée PMN’, en sorte que 
la fonction représentée par l’ordonnée de [a courbe pas- 
st brusquement de la valeur PM à la valeur PM’, les 
points M, M' seraient des poënts de rupture. Les fonc- 
tions algébriques, ne pouvant avoir de points d’arrêt, 
ne peuvent avoir de points de rupture, ni par conséquent 
éprouver d’autres solutions de continuité que celles qui 
proviennent du passage par l'infini; au lieu que les fonc- 
tions transcendantes peuvent être sujettes aux solutions 
de continuité qui proviennent du passage brusque d’une 
valeur finie à une autre. 

17. Si la théorie des fonctions a plus de généralité 
que l'algèbre, en ce sens qu'on y traite de propriétés 
communes aux fonctions algébriques et transcendantes , 
et même à celles qui ne comportent aucune définition 
mathématique , d’un autre côté cette théorie reçoit une 
extension qui, primitivement, n'a de sens qu’en algèbre 
pure, et pour les fonctions susceptibles d’une expression 
algébrique. Cette extension consiste à tenir compte des 
valeurs imaginaires que prend une fonction exprimée 
algébriquement, quand la variable dont elle dépend 
passe par des valeurs réelles situées en deçà ou au delà 
de certaines limites, comme, par exemple, quand la va- 
riable x devient > 1 dans la fonction 

PAUL TE 


Elle consiste en outre à admettre que la variable indé- 
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pendante peut elle-même passer par une succession de 
valeurs imaginaires. A la vérité, pour se faire l’idée d’un 
semblable passage, il faut considérer cette seconde va- 
riable, dont la première est fonction, comme dépendant 
à son tour d’une troisième variable qui passe par une 
suite de valeurs réelles. Soient £ cette dernière variable, 
x celle qui en dépend immédiatement, y une fonction 
de x : désignons aussi par 4, &,, ÿ,3 L,, Æ,, Vs, deux 
systèmes de valeurs correspondantes pour ces trois va- 
riables ; £,, &, étant des quantités réelles, tandis que x,, 
Vos Lis JV, peuvent être des quantités réelles ou imagi- 
naires. Il est clair que, pendant que £ passe de la va- 
leur £, à la valeur £,, en prenant toutes les valeurs réel- 
les intermédiaires, æ peut passer de la valeur x, à la 
valeur x, par une suite de valeurs imaginaires, suite 
déterminée en vertu de la liaison algébrique entre £'et 
x, et à laquelle correspondra une suite également dé- 
terminée de valeurs réelles ou imaginaires pour y. Au 
contraire, comme il n’y a pas d'ordre naturel et déter- 
miné de grandeur entre les quantités imaginaires, rien 
ne fixerait la série de valeurs imaginaires par lesquel- 
les x peut passer, en allant de la valeur x, à la valeur x,, 
si l’on n'établissait une dépendance déterminée, directe 
ou indirecte, entre x et une autre variable qui passe 
d’une valeur réelle à une autre, par la série des valeurs 
réelles intermédiaires. 

Nous verrons plus tard que, non-seulement les fonc- 
tions algébriques, mais encore les fonctions exponen- 
tielles, logarithmiques et trigonométriques acquièrent 
une signification et une valeur réelle ou imaginaire dé- 
terminées, lorsqu'on fait passer par des valeurs imagi- 
naires les variables qui entrent dans la composition de 
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ces fonctions : par conséquent, les remarques qui font 
l’objet de ce numéro s'appliquent à toutes les fonctions 
algébriques ou transcendantes que nous connaissons 
déjà. 

18. On vient de dire comment les analystes classent 
les fonctions, d’après le mode de leur expression mathé- 
matique : mais les fonctions sont également susceptibles 
d’être classées d’après les formes mêmes qu'elles affec- 
tent ou qu’affectent les courbes qui les représentent; 
et cette classification peut comprendre aussi bien les 
fonctions empiriques que les fonctions algébriques ou 
transcendantes. Au reste, il ne s’agit pas ici d'établir une 
classification méthodique et complète, comme celles qui 
s'appliquent (en histoire naturelle, par exemple) à des 
objets dont le nombre est limité, mais seulement de 
signaler certaines classes de fonctions, distinguées par 
des caractères généraux. 

En premier lieu, nous considérerons les fonctions par- 
res et les fonctions impaires. On appelle fonctions paires 
celles qui prennent les mêmes valeurs quand on attribue 
à la variable indépendante des valeurs égales et de signes 
contraires, ou celles qui sont représentées, dans un sys- 
tème de coordonnées orthogonales, par des courbes 
symétriques relativement à l’axe des ordonnées. Telles 
sont, parmi les fonctions algébriques, celles qui ne ren- 
ferment que des puissances païres de la variable, comme 
x’, V1 — x ; et de là leur vient le nom de fonctions 
paires, qu'on peut appliquer à toutes les fonctions qui 
présentent la même analogie de forme, bien qu’elles ne 
comportent pas d'expression algébrique. La fonction 
trigonométrique cos æ est paire, puisqu'on est conduit 
en trigonométrie à regarder le cosinus d’un are négatif 
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comme ayant la même valeur numérique et le même 
signe que le cosinus du même arc pris positivement. 
Par opposition, on appelle fonctions impaires celles 
qui ont des valeurs numériquement égales et opposées 
de signes, pour des valeurs de la variable indépendante 
égales et de signes contraires. Telles sont, parmi les 


I DEL nt 
fonctions algébriques, 3? ÆV/ 1 + xt. D'après cette 


définition, sin æ et tang x sont aussi des fonctions im- 
paires. Une fonction impaire doit être nulle quand x=—0, 
à moins qu'elle n’éprouve une solution de continuité 
correspondante à cette valeur de x. Tel est le cas des 
fonctions impaires 


Wita Mori 

« 24 
Une fonction quelconque peut être considérée comme 
la somme de deux fonctions, l’une paire, l’autre impaire. 
Soit effectivement f la caractéristique d’une fonction 


quelconque : on pourra poser 


f(x) + f(x) = a 9 (x). 
{&)— f(x) = à 4 (a), 
et alors © (x) sera évidemment une fonction paire, 
4 (x) une fonction impaire de x, quelle que soit d’ail- 
leurs la forme de f(x). Or, on tire de ces deux 
équations 
fta) = 9 (x) + 4 (&), 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

19. On appelle fonctions périodiques celles qui 
reprennent périodiquement les mêmes valeurs, pour 
des valeurs de la variable indépendante séparées par 
des intervalles égaux. La grandeur de ces intervalles 
mesure l'étendue de la période. Ainsi, l’on est conduit, 
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en trigonométrie, à considérer les ares comme des gran- 
deurs qui peuvent surpasser la circonference et croître 
indéfiniment, tant dans le sens positif que dans le sens 
négatif ; tandis que les sinus, les cosinus, et en général 
les fonctions trigonométriques de ces arcs reprennent 
périodiquement les mêmes valeurs, chaque fois qu'on 
ajoute à l'arc primitif, ou qu'on en retranche une cir- 
conférence complète. En conséquence, sin ax, cos ax, 
tang ax sont des fonctions périodiques dont la periode a 


2T 
pour valeur —. La fonction y — sin ax, par exem- 
a - 


ple, est l’ordonnée d’une courbe sinueuse P'N'M'O 
MNP.... ( fig. 8), qui s'étend indéfiniment tant dans le 
sens des abscisses négatives que dans celui des abs- 
cisses positives : courbe facile d’ailleurs à construire 
par points, à l’aide des tables de sinus naturels, ou de 
leurs logarithmes que l’on trouve dans les tables trigo- 
nométriques ordinaires. Les intervalles égaux P'O, OP... 
mesurent l’étendue de la période. 

La nature nous offre une multitude de phénomènes 
soumis à la loi de périodicité; et, conséquemment, la 
classe des fonctions périodiques, dont le type le plus 
simple nous est fourni par la géométrie du cercle, mérite 
une attention particulière. 

20. Parmi les fonctions non périodiques, il n’y a lieu 
de signaler ici que celles qui jouissent de la propriété 
de croître ou de décroïître continuellement, lorsque la 
variable indépendante vient à croître. Les fonctions 
qui, sans être périodiques, passent par diverses alter- 
natives d’accroissement et de décroissement, n’offrent 
pas d’autres caractères importants qui méritent qu'on 


en forme des groupes particuliers. 
T. I. 3 
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Il convient de remarquer surtout les fonctions qui 
s’approchent indéfiniment de zéro ou de toute autre va- 
leur fixe, pour des valeurs croissantes ou décroissantes de 
la variable indépendante. T'elles sont les fonctions 

I FU 
ee mer PA NE NN 
a, m, n désignant des nombres positifs, et a étant 
supposé en outre plus grand que l’unité. 

Les fonctions de cette catégorie doivent se reproduire 
fréquemment dans l'expression des phénomènes physi- 
ques : car il arrive souvent qu'une grandeur part d’un 
certain état pour décroître ensuite continuellement, de 
sorte que sa valeur finit par devenir sensiblement nulle, 
ou par ne plus différer sensiblement d’une certaine va- 
leur fixe vers laquelle elle tend sans cesse. On doit re- 
marquer en particulier la fonction y = a—+ (fig. 9), 
qui est le type le plus simple que lalgèbre puisse 
fournir des fonctions qui décroissent symétriquement, 
avec une grande rapidité, de part et d’autre de l’origine 
de la variable indépendante : tellement que, pour peu 
que le nombre constant a surpasse l'unité, la valeur 
numérique de la fonction est déjà excessivement pe- 
tite, pour des valeurs numériques de la variable in- 
dépendante tant soit peu considérables. Dans l’état 
actuel de la physique moléculaire, on admet l'existence 
de forces dont la loi de décroissement est exprimée par 
des fonctions de cette espèce, et dans les applications de 
la théorie mathématique des chances aux grands nom- 
- bres que la statistique recueille, la nature du sujet repro- 
duit constamment des fonctions de la même forme. 

21. Supposons maintenant que nous ayons une fonc- 
tion empirique fx qu'il s’agisse de soumettre à des calculs 
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arithmétiques ou algébriques, comme si l’on avait, par 
exemple, à trouver la valeur de x qui satisfait à l’é- 


quation 
1 e 


fire Heu HW, 


l’idée qui se présentera naturellement, sera de trouver, 
s'il est possible, une fonction algébrique ox qui s’écarte 
peu de fx, au moins dans les limites entre lesquelles on 
sait que doit tomber la racine cherchée, et de substituer 
dans l’équation proposée ox à fx. En général, le but 
d’une semblable substitution est de rendre praticables, 
ou des transformations algébriques qui doivent con- 
duire à des formules générales, ou des opérations de 
calcul arithmétique, si l’on se propose de déterminer des 
valeurs particulières. 

Si l’on tient à ce que la fonction substituée se rap- 
proche de l’autre, dans toute la portion de son cours 
que l’on considère, il faut évidemment qu’il n’y ait pàs 
incompatibilité entre les formes essentielles de la fonc- 
tion substituée et celles de la fonction qu’on remplace. 
Par exemple, si la fonction à remplacer est périodique, 
on admettra, au moins jusqu’à plus ample examen, la 
possibilité de la remplacer par une fonction telle que 

— À sin(mx+n), 

qui, de sa nature, est périodique; mais il serait manifes- 
tement impossible que la fonction proposée se rappro- 
chât, dans toute l'étendue de son cours, d’une autre qui 
aurait l’une des deux formes 

PEAUT,, Ÿ — Aares 
et qui serait constamment croissante ou décroissante, 
selon le signe de 77. 


On appelle interpolation l'opération par laquelle on 
3. 
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détermine une courbe y—+ox, assujettie à avoir un 
certain nombre de points communs avec la courbe 
y =fx, et qui doit s’en écarter d'autant moins entre 
les points extrêmes, que le nombre des points communs 
intermédiaires est plus considérable. Nous entrerons, par 
la suite, dans quelques détails sur les procédés d’inter- 
polation : pour le moment, il suffit de concevoir qu’on 
assujettira la courbe dont ox est l’ordonnée à passer 
par un point donné (x,, ».), en posant l’équation 


Fee lo » 


c’est-à-dire, en liant par une équation de condition les 


paramètres ou coefficients indéterminés que doit com- 
prendre l'expression mathématique de la fonction ®; et 
plus on aura introduit dans cette expression de para- 
mètres arbitraires, pourvu qu’on ait un nombre égal de 
points donnés sur la courbe 7 — fx, plus les courbes 
dont les ordonnées sont ox et fa approcheront de la 
coïncidence, dans la portion de leur cours que l’on con- 
sidère. 

De là, pour le dire en passant, la difficulté que l’on 
éprouve souvent à fixer, par le contrôle de l'observation, 
la valeur de certaines formules de physique mathémati- 
que : car si l’on donne, pour représenter la loi d’un 
phénomène, l'équation y — 9 x, dans laquelle la 
fonction © renferme beaucoup de paramètres arbi- 
traires, et qu'on détermine ces paramètres par la con- 
dition de satisfaire à des observations qui donnent 
autant de systèmes de valeurs correspondantes pour x 
et y qu'il y a de paramètres , il devient probable par 
cela seul que des systèmes de valeurs intermédiaires 
satisferont à très-peu près à la même équation, bien que 
la véritable loi des phénomènes soit exprimée par une 
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fonction fx, différente de ox. Si donc, à l’expression 
analytique dont on a fait choix pour la fonction +, se 
rattachait l'établissement d’une théorie physique, cette 
théorie re serait pas suffisamment justifiée par l'accord 
que l’on trouverait entre l’observation et le calcul, pour 
les valeurs intermédiaires des variables æ, y. 

S'il y avait incompatibilité entre les formes des fonc- 
tions f eto, l’une, par exemple, étant périodique et 
l’autre constamment croissante ou décroissante, le calcul 
en avertirait en assignant aux paramètres des valeurs 
infinies, ou imaginaires, ou en laissant ces valeurs indé- 
terminées. | 

22. On conçoit qu'il peut être utile de remplacer de 
la sorte, non-seulement des fonctions empiriques qu’il 
serait impossible de soumettre autrement au calcul, 
mais des fonctions transcendantes ou même algébriques, 
d’une expression compliquée, par d’autres fonctions 
d’une forme plus simple, ou dont la forme s'adapte 
mieux à la nature des combinaisons analytiques dans 
lesquelles elles doivent entrer. C’est ainsi, pour prendre 
la comparaison la plus élémentaire, qu’on remplace une 
fraction ordinaire telle que +, par une fraction déci- 
male 0,6666.... dont l’équivalence n’est qu’approchée, à 
quelque décimale que l’on s'arrête, mais dont l’expres- 
sion, quoique plus compliquée au fond, se trouve mieux 
appropriée à la nature des opérations de notre arithmé- 
tique décimale. 

Dans ce cas encore il est aisé de comprendre que, 
lorsque la fonction substituée n’aura pas une forme in- 
compatible avec celle de la fonction proposée, plus il 
entrera de paramètres arbitraires dans son expression 
analytique, plus on pourra rapprocher les deux fonc- 
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tions l’une de l’autre, en fixant convenablement les 
valeurs de ces paramètres arbitraires. 

Mais, d’un autre côté, on ne peut multiplier les pa- 
ramètres sans compliquer la fonction substituée, et 
perdre de plus en plus les avantages attachés à la subs- 
titution. Voici l’artifice imaginé par les analystes pour 
éluder autant que possible cette difficulté. 

Il consiste à substituer à la fonction proposée une 
somme de fonctions analytiques de même forme, et qui 
diffèrent les unes des autres par les valeurs de certains 
paramètres. Ainsi, au lieu de poser, par exemple, 


HEART Lou DENAIN 2, 
pour représenter la fonction y = fx , on posera 
y = À, + À, x + À, x? + À, x + etc., 
ou bien 
y = À, sin æ + À, sin 2x + À, sin 3x + etc.; 
et ces suites de termes, que l’on appelle séries, pour- 
ront être considérées comme équivalentes à la fonction 
proposée fx, si, en prenant un nombre suffisant de 
termes de la série, à compter du premier, on obtient 
des valeurs qui diffèrent d’aussi peu qu’on veut de la 
valeur fx. Pour cela il faut concevoir nécessairement 
la série prolongée à l'infini; car si l’on obtenait la va- 
leur exacte de fx au moyen d’un nombre fini de ter- 
mes, on n'aurait fait que développer l’expression ana- 
lytique de fx; on ne l'aurait pas transformée en série, 
dans le sens qui s'attache à cette locution. Ainsi, les 
équations identiques 
(rc HA) SENS x L 3288200: 
(ISIN) = 8 Sin Æ — TÉ sin 3æ + — sin x É 
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n'indiquent pas des transformations en séries, mais de 
simples développements. 

23. Les séries les plus simples sont celles qui procè- 
dent suivant les puissances entières et ascendantes de 
la variable. Mercator et Newton ont été conduits à des 
séries de cette forme; le premier en appliquant la règle 
de la division à la fonction fractionnaire 

HUOD 
et en ordonnant les termes successifs du quotient sui- 
vant les puissances de x; le second en appliquant la 
règle de l’extraction des racines à la fonction irrationnelle 


ÿ/4+bx, 


et en ordonnant de même les termes obtenus successi- 
vement à la racine. Bientôt Newton et Leibnitz trou- 
vèrent des développements de même nature pour les 
fonctions transcendantes alors connues ; et depuis cette 
époque la transformation des fonctions en séries a été 
l’un des points capitaux de lanalyse. 

Cette transformation s’opère dans deux buts qui cor- 
respondent aux deux faces sous lesquelles on peut en- 
visager tout le système des sciences mathématiques. 
Tantôt on n'a en vue que de démontrer certaines lois, 
certaines relations indépendantes des valeurs numériques 
des quantités, et pour cela on met les fonctions sous 
forme de séries appropriées à la démonstration qu'il 
s’agit de donner : alors peu importe le nombre de termes 
qu'il faut prendre dans la série pour obtenir une valeur 
suffisamment approchée de la fonction que la série rem- 
place; il suffit qu'on puisse concevoir, dans tous les 
cas, la série assez prolongée pour que la somme des ter- 
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mes négligés tombe au-dessous de toute grandeur donnée. 

Dans d’autres cas, au contraire, on veut effective- 
ment calculer des valeurs numériques au moyen des sé- 
ries , et alors il est nécessaire que l’on puisse obtenir une 
approximation suffisante sans avoir besoin de calculer 
un trop grand nombre de termes de la série, ce qui con- 
duirait à un travail pénible et quelquefois impraticable. 

24. On appelle séries convergentes celles qui satis- 
font à la condition que la somme de leurs termes con- 
verge de plus en plus vers une valeur limite, à mesure 
que l’on prend un plus grand nombre de termes : cette 
limite se nomme aussi la sornme de la série. Pour que 
la transformation d’une fonction en série soit légitime, 
il faut que la série soit convergente, et qu'elle ait pour 
somme précisément la fonction transformée. Récipro- 
quement, pour qu’une série d'un nombre infini de ter- 
mes dont la loi est donnée, et dans lesquels entre la va- 
riable x, soit censée déterminer une fonction de x , il 
faut évidemment que cette série converge vers une va- 
leur limite, ou qu’elle ait une somme : soit que cette 
somme puisse s'exprimer en fonction de x, à l’aide des 
signes algébriques où transcendants usités (auquel cas 
on dit que la série a été exprimée sous forme fiue), 
soit que, dans le cas contraire, on ne puisse en calcu- 
ler numériquement la valeur, pour chaque valeur nu- 
mérique de x, que d’une manière approchée, à l’aide 
de la série même; et, dans ce cas, la fonction exprimée 
en série constitue une transcendante nouvelle, non ré- 
ductible aux transcendantes connues. 

Une série peut n'être pas convergente dès ses pre- 
iniers termes : il suffit qu'elle finisse par converger 
(quelque éloigné que soit dans la série le terme où la 
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convergence commence) pour qu'on doive la considérer 
comme représentant une fonction déterminée qui en 
est la somme, et pour qu’on puisse substituer la série 
à la fonction dont elle dérive, ou, réciproquement, la 
fonction sommatoire à la série, dans toutes les combi- 
vaisons du calcul qui n’ont point pour objet la déter- 
mination numérique des valeurs. Mais sil s'agit de 
calculs numériques, on n’emploie guère que des séries 
qui convergent avec rapidité dès leurs premiers termes, 
du moins pour les valeurs numériques que l’on veut as- 
signer aux quantités variables qui entrent dans les sé- 
ries. Une convergence qui ne commencerait qu'après 
un grand nombre de termes, ou qui ne procéderait 
qu'avec une grande lenteur, serait, pour un tel but, 
évidemment illusoire. 

À proprement parler, on ne devrait appeler dver- 
gentes que les séries pour lesquelles les sommes que 
l’on obtient, en prenant successivement un nombre de 
termes de plus en plus grand, vont en divergeant, en 
ce sens que la différence d’une somme à la suivante, au 
lieu de tendre de plus en plus vers zéro, prend une va- 
leur numérique de plus en plus grande. Telle est la série 

UT ui Pet: 

pour les valeurs de x numériquement plus grandes que 
l’unité. Mais on est dans l’usage d'appeler divergente, 
pour plus de simplicité, toute série qui n’est pas con- 
vergente et qui n’a pas de somme. Ainsi, l’on dira en- 
core que la série ci-dessus est divergente quand on 
assigne à x la valeur —1, auquel cas les sommes con- 
sécutives prennent alternativement les valeurs & et o. 

25. Une fonction f x étant développée en série, ap- 
pelons o,.x la valeur numérique de la différence ou du 
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reste qu'on obtient, quand on retranche de f x la somme 
des 72 premiers termes de la série. Si la série est con- 
vergente et qu'elle ait pour somme fx, o, x convergera 
indéfiniment vers zéro pour des valeurs croissantes de 
l’indice n, et cette quantité pourra être rendue aussi 
petite que l’on voudra, moyennant qu'on prendra pour 
ñ un nombre suffisamment grand. Au contraire, si ia 
série est divergente, o,x ira en croissant avec 2, ou du 
moins ne décroitra pas indéfiniment pour des valeurs 
croissantes de 2. Mais il peut arriver encore, et il arrive 
fréquemment que o,x aille d’abord en décroissant, au 
point de ne conserver qu'une valeur très-petite et né- 
gligeable pour une valeur convenable de lindice n ; 
puis, que pour des valeurs plus grandes de l'indice, o,x 
commence à croître, et continue ensuite à prendre des 
valeurs de plus en plus grandes. C’est le cas où la sé- 
rie, après avoir offert d’abord les caractères d’une série 
convergente, finit par devenir divergente; et quelques 


auteurs qualifient de semi-convergentes les séries qui 


5 
tombent dans cette catégorie. Il est clair que la substi- 
tution d’une telle série à la fonction dont elle dérive 
sera permise, comme moyen d'approximation, toutes les 
fois que l’on pourra prouver que le reste ow,x devient 
négligeable pour des valeurs convenablement choisies 
de », et que l'erreur commise, en négligeant ce reste, 
w’entraîne, dans les résultats des calculs subséquents, 
que des erreurs pareillement négligeables à cause de 
leur petitesse. 

Dans les diverses branches des mathématiques appli- 
quées, il s’en faut bien que l’on procède toujours avec 
cette rigueur qui restreindrait singulièrement les res- 


sources tirées de l'emploi des séries. Lors même que 
P 
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l’on n’opère que sur des séries dont la convergence 
est démontrée, il n’est pas toujours possible d’assi- 
gner des limites à l'erreur que l’on commet en arrêtant 
la série à un terme de rang quelconque. Ce sont là des 
imperfections dans la solution des problèmes, que les 
efforts réitérés des géomètres ont pour but, et quelque- 
fois pour résultat de faire disparaître, autant que la 
complication de ces problèmes le comporte. 

26. Une série dont tous les termes ont le même si- 
gne, reste convergente ou divergente dans quelque ordre 
que ses termes se succèdent; et si elle est convergente, 
la somme ou la valeur limite vers laquelle la somme 
de ses termes converge, reste aussi toujours la même. 
Au contraire, une série dont les termes successifs se 
détruisent en partie par l'opposition de leurs signes, 
peut être convergente ou divergente, selon l’ordre de 
succession des termes; et quand elle reste convergente, 
la somme peut varier avec l’ordre des termes. 

Lorsqu'une série 

SF = Yo FT Yi + Ji + ete., 
est entremêlée de termes positifs et négatifs, et qu’en 
les prenant tous de même signe on forme une nouvelle 
série convergente , il faut que la série y soit elle-même 
convergente. En effet, désignons par ©,’ la somme des 
termes positifs contenus dans la série y, à partir de y,, 
et par o,, la somme arithmétique des termes négatifs, 
de sorte qu'on ait 
One che ch J'n+: + etc. — On Fr En : 

Dans la série formée des mêmes termes, mais tous pris avec 
le même signe, par exemple avec le signe positif, on aurait 
On — On cie On ; 
et puisque cette dernière série est convergente, il faut 
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que la somme ®,' + 9," tombe au-dessous de toute gran- 
deur donnée, pour une valeur convenable de l'indice n : 
donc, & fortiori, la différence 0, — 9,” tombe au-dessous 
de toute grandeur donnée, ce qui établit la convergence 
de la série y. 

Une série est convergente lorsque ses termes, à par- 
tir d’un certain rang, ont des signes alternatifs, et que 
leur valeur numérique va en convergeant indéfiniment 
vers zéro. Soit en effet 

Qn = Jr = Jnti Ÿ Yngs  Yn+s Jing Etc. : 
on pourra écrire 

Pur Jin TT (Noa ER Ynsa dat (Tn+3 — ni) ——elc., 
de manière à ce que tous les binômes compris entre 
parenthèses soient positifs. On aura donc o, < y,; et 
puisque y, peut être pris aussi petit quon veut, il en 
sera de même de o,. 

Si tous les termes de la série y, à partir d’un certain 


rang, sont de même signe, cette série sera conver- 


Oo ? 


gente ou divergente, selon que le rapport lt: conver- 
n 


gera vers une limite < ou > que 1, pour des valeurs 
croissantes de 7. 

En effet, désignous par & un nombre compris entre 
l'unité et la limite du rapport dont il s’agit : on aura 
poura <1,et pour une valeur convenable de l'indice n, 
Pn+rx SEVns Pnts Ent s Pants LE Pntas sue 
et, à fortiort, 

Yn+s SE Jn 3 Jnts < a QE, 1110 
Donc 
Pn <Yn (I Ha + a + + 2), 

ou 


DE LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS. 45 
donc +, converge indéfiniment vers zéro , en même 
temps que ÿy»- 

Dans le cas de « > 1, on aurait 

On > Jai +a + a + a+ .....); 
et puisque le second membre de l’inégalité peut évi- 
demment surpasser toute grandeur donnée, il en est de 
même de w,. 

On démontrerait de la même manière que la série y, 
dont tous les termes, à partir d’un certain rang, sont 
supposés de même signe, est convergente ou diver- 
gente, selon que la racine 

TER 

var 
converge vers une limite < ou > que 1, pour des va- 
leurs croissantes de x, y, désignant la valeur arithmé- 
tique du terme du rang n (1). 

97. La théorie des séries forme une branche de 
l’arithmétique universelle ou de l'algèbre, non moins 
importante que la théorie des équations, et qu'il faut 
étudier dans les mémoires ou traités spéciaux. Nous ne 
l’envisageons ici que dans ses points de contact avec la 
théorie des fonctions, et nous terminerons par les ob- 
servations suivantes. 

De même que, dans le cours d’un calcul algébrique, 
on opère souvent sur des quantités imaginaires pour 
arriver plus brièvement à des relations entre des quan- 
tités réelles, après que les signes d’imaginarité se sont 
détruits les uns les autres, de même les analystes n’ont 
fait pendant longtemps aucune difficulté d'opérer sur 
des séries divergentes , de manière à arriver finalement 


() Voyez, pour plus de développement, le Cours d'analyse al- 
gébrique de M. Cauchy, I partie, chap. vr. 
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à des séries convergentes ou à des relations entre des 
quantités exprimées sous forme finie. Mais on a été 
amené ensuite à reconnaître que ce mode de procéder, 
fondé seulement sur l’analogie et sur un sentiment vague 
de la généralité de l’algèbre, peut induire en erreur, 
et on ne le regarde plus comme rigoureux. 

Soit néanmoins F (x, «) une fonction de la variable 
x et d’un paramètre arbitraire «, qui se trouve expri- 
mée au moyen d’une série dont le terme général est 
Wh(x, «), et que nous désignerons par X. w,(x,«), le 
signe indiquant une somme de termes en nombre 
infini. Supposons que cette série ne cesse d’être con- 
vergente que pour certaines valeurs particulières du 
paramètre a, par exemple pour «4 — 0 : en posant 4 — 0 
dans l’équation 

: Fix, 2) ete 
on lui donnera la forme 
F(x)=x.h (x), 

équation inexacte, ou plutôt qui n'offre aucun sens pré- 
cis, puisque, par hypothèse, £ . 4, (x) est une série 
divergente. Il peut se faire toutefois que si l’on rem- 
place, dans le cours de certaines opérations de calcul, 
la fonction F (x, «) par son développement en série 
E.W,(x, a), on arrive à des résultats indépendants de la 
valeur du paramètre «, et à des séries convergentes d’où 
« a disparu. Il est clair que l'emploi immédiat et transi- 
toire de la série divergente Z . 4, (x) à la place de 
f (x), dans le cours des mêmes opérations, conduira à 
des résultats exacts. 
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THÉORIE DES FONCTIONS DÉRIVÉES ET DES SOLUTIONS 
DE CONTINUITÉ DES DIVERS ORDRES. — NOTIONS SUR 
LA THÉORIE DES FLUXIONS. 


28. Étant données deux fonctions 
fx =) , Y = , 
on peut considérer une troisième fonction & qui dé- 
pende d’une manière quelconque des fonctions y, Y [10], 
de manière qu’on ait 
u— (y, Y)=e(fx, Fx). 


Examinons en particulier le cas où l’on poserait 


p 
ps Vo Y’ 


ou bien 


Pour faire tout de suite l'hypothèse la plus générale, 
on peut admettre que les fonctions /, F, mathématiques 
ou empiriques, représentent les ordonnées de deux 
courbes actuellement tracées , et par le moyen desquelles 
il faut tracer la courbe qui a pour ordonnée w. Sur la 
Jig. 10, MN, PQ, RS sont censées être les courbes qui 
ont respectivement pour ordonnées Ÿ Y et 4. 

L'opération ne saurait offrir de difficultés tant que 
les ordonnées y, Ÿ, correspondantes à la même abscisse 
x, ont des valeurs finies, positives ou négatives, diffé- 
rentes de zéro. Si l’ordonnée y devenait nulle, tandis 


48 LIVRE LL. — CHAPITRE lif. 


que Ÿ conserverait une valeur finie, l’ordonnée uw serait 
nulle aussi. Ainsi, sur la figure, les courbes MN, RS 
coupent l’axe des abscisses en un même point A. 

Si l’ordonnée Y s’évanouissait, sans que > devint 
nulle, la fonction & éprouverait une solution de con- 
tinuité en passant par l'infini. Menons par le point B 
où la courbe PQ coupe l’axe des abscisses, une droite 
GK parallèle aux ordonnées : cette droite sera une 
asymptote commune aux deux branches RS, R'S' de la 
courbe qui a pour ordonnée w. 

Supposons maintenant qu'il arrive que les deux fonc- 
tions fx, Fx s’évanouissent à la fois, ou que les deux 
courbes MN, PQ (is. 11), coupent en un même point 
À l'axe des abscisses : l’expression de w se présentera 
sous la forme ?, qui est en algèbre le symbole de l’in- 
détermination, et l’on ne pourra pas calculer directe- 
ment l’ordonnée AK de la courbe RS, correspondante 
à l’abscisse OA. Cependant la courbe RS rencontre né- 
cessairement la droite AKL, menée par le point A pa- 
rallèlement aux ordonnées, à moins que, par un cas 
singulier que nous pouvons d'abord écarter, elle n'ait 
cette même droite pour asymptote. L'ordonnée AK 
a donc une valeur déterminée; et si l’on prend sur l’axe 
des abscisses des points a’, a", de plus en plus voisins 
de À, on pourra déterminer sur la courbe RS des points 
#', "de plus en plus rapprochés de K, et des ordonnées 
a'#", a” K”', de moins en moins différentes de AK. Ainsi 
l’on conçoit, non-seulement qu'il existe une valeur dé- 
terminée de AK, mais qu'on peut l’évaluer avec une 
approximation indéfinie. 

En pratique, cette approximation serait limitée par 
l’imperfection inhérente aux procédés graphiques, si les 
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fonctions /, F n'étaient données que par le tracé des 
courbes MN, PQ, et à plus forte raison si elles n’é- 
taient données que par des tables -où il n'entre qu’un 
nombre limité de valeurs de la variable indépendante 
et de ses fonctions; mais lorsqu'il s’agit de fonctions 
mathématiques, on comprend la possibilité de détermi- 
ner & priort la limite vers laquelle converge le rapport 


L $ 
——, lorsque les deux termes du rapport convergent in- 


Fr? 


définiment vers zéro. Nous donnerons, par la suite, des 
méthodes générales pour déterminer cette limite, dont 
il suffit, quant à présent, de concevoir l'existence, non- 
seulement pour des fonctions mathématiques, mais pour 
des fonctions continues quelconques. 

Cette limite pourrait avoir pour valeur zéro, aussi 
bien que toute autre valeur numérique, positive ou né- 
gative; en d’autres termes, il n’est pas impossible que 
la courbe RS coupe précisément l’axe des abscisses au 
point À qui est le point commun d’intersection de cet 
axe et des deux courbes MN, PQ. Nous avons déjà re- 
marqué que, par un Cas également exceptionnel, la 
droite AKL pourrait être une asymptote de la courbe 
RS, ce qui revient à dire que la limite en question au- 
rait pour valeur l'infini positif ou négatif. Il n’en doit 
résulter aucune restriction dans nos énoncés, car on 
est habitué, en mathématiques, à regarder zéro et l’in- 
fini comme des valeurs particulières qui peuvent, aussi 
bien que toute autre, être attribuées à des quantités 
variables, et par conséquent aux limites vers lesquelles 
ces quantités convergent. 

29. Maintenant, envisageons plus spécialement le cas 


où l’on ferait fx 


Mise La os 
EEE ÿ 


50 LIVRE I. — CHAPITRE II. 


et supposons que la courbe > = fx passe par l'origine 
des coordonnées, de manière qu'on ait à la fois x —0, 
fx = o. Soit MN cette courbe ( fig. 12), et menons par 
le point O la tangente OT : la tangente trigonométrique 
de l’angle que la droite OT forme avec le demi-axe OX 
sera précisément la limite dont nous venons de recon- 
naître l’existence, et vers laquelle converge le rapport 


LE diana x et fx prennent des valeurs numériques de 
x 


plus en plus petites. En effet, la tangente à une courbe 
quelconque est la droite dont la courbe s’écarte, dans 
le voisinage immédiat du point de contact, moins que 
de toute autre droite menée par le même point : ce qui 
équivaut à dire que la tangente est la droite dont s’ap- 
proche indéfiniment, dans son mouvement de rotation, 
une sécante menée par le point de contact, quand le 
second point d’intersection de la sécante et de la courbe 
se rapproche indéfiniment du premier; puisque, si rap- 
proché que le point »2 soit de O, on pourra assigner un 
point w compris entre 72 et O, et dont la distance à la 
sécante On sera plus grande que sa distance aux sé- 
cantes qui passent par le point O et par des points de 
la courbe compris entre 72 et p. Donc, la propriété 
énoncée dans la première définition ne peut appartenir 
à aucune des sécantes, et appartient à la droite dont les 
sécantes se rapprochent indéfiniment, par le rapproche- 
ment indéfini des points 72 et O. 

Or, dans un système de coordonnées rectangulaires, 


HG LD 
Par O2 
est la tangente trigonométrique de l'angle que fait avec 


l’axe des abscisses la sécante O2, menée par le point 
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fx 
ZT 


est la tangente trigonométrique de l’angle TOX., formé 


dont l’abscisse Op — x: donc la limite du rapport 


par la tangente et par l'axe. 

Imaginons à présent que la courbe MN ( fig. 13), 
dont l'équation est toujours y — fx, se trouve située 
d’une manière quelconque dans le plan des coordon- 
nées : soient 72, m,, deux points de cette courbe qui 
ont respectivement pour abscisses Op = x, WE : 
la limite vers laquelle convergera le rapport 

fa fa 
CARE X 
quand les deux termes du rapport convergeront simulta- 


nément vers zéro, sera, d’après ce qui précède, la va- 
leur de la tangente trigonometrique de l'angle »T X, 
que la droite m T, tangente à la courbe en 77, forme 
avec l’axe des abscisses, du côté des x positifs. Cette 
Hinite variera, en général, d'un point à l’autre de la 
courbe MN : ce sera une fonction de x qui dérive de 
la fonction fx, en ce sens que celle-ci détermine im- 
plicitement l’autre, de même que le tracé d’une courbe 
détermine la direction de la tangente en chaque point. 
Comme ce mode de dérivation a sans comparaison plus 
d'importance que tout autre, Lagrange a proposé d’ap- 
peler simplement la fonction dont il s’agit, la dérivée 
de fx, et de la désigner par l’une des notations 
ARE T 

qui rappellent la liaison de y’ avec y ou de f” avec f. 

Concevons que l’on ait tracé la courbe M'N ( és. 14) 
dont l’équation en y — f'x : la tangente trigonomé- 
trique de l’angle que la tangente menée par un point 
de cette courbe forme avec l’axe des +, sera une autre 
fonction de x, qui dérive de f”, de la même manière 

F 
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que f”' dérive de f. On l'appelle, en conséquence, la dé- 
rivée du second ordre ou la seconde dérivée de fx ; et, 
suivant l’analogie, on la désigne par l’un des symboles 

dre 

On formerait de même des dérivées du troisième, du 
quatrième, .... du x‘ordre, dont les relations avec la 
fonction primitive y — fx, et avec toutes les dérivées 
intermédiaires, seraient très-simplement exprimées au 
moyen des notations 


Cie VOST «Ji EU 

30. Quand la fonction dérivée f'x est positive, ou 
quand la tangente à la courbe y — fx forme un angle 
aigu avec l’axe des abscisses x, du côté des x positifs, 
la fonction primitive y est évidemment croissante avec 
x : au contraire, la fonction y est décroissante pour 
des valeurs croissantes de æ, quand les valeurs de x 
rendent fx négative, Nous pouvons donner une forme 
plus simple au même énoncé, en disant que les varia- 
tions de y sont de même signe que les variations de x 
ou de signe contraire, selon que la dérivée est positive 
ou négative; et alors nous considérerons l'accroissement 
comme une variation positive, le décroissement comme 
une variation négative. Plus ordinairement, les analystes 
emploient les mots d'accroissement ou d'incrément 
comme synonymes exacts de celui de variation; et 
alors il est sous-entendu que les accroissements ou incré- 
ments peuvent avoir des valeurs positives ou négatives. 

Lorsque f'x s’évanouit, en passant du positif au né- 
gatif, fx passe par une valeur #7aximum [6], et au con- 
traire, la fonction primitive passe par un 7wnrtmum, 
quand la fonction dérivée devient nulle en passant du 
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négatif au positif. On voit déjà, d’après cet énoncé, 
comment la détermination des valeurs de la variable in- 
dépendante qui font passer une fonction par un maxt- 
Hum où par un zxtrimum, se ramène à la détermination 
des valeurs qui font évanouir sa fonction dérivée : ques- 
tion importante, à laquelle on donnera plus tard les 
développements convenables. La fonction dérivée pour- 
rait changer de signe en passant , non plus par zéro, 
mais par l'infini; et alors on aurait ces z24axima ou 
minima singuliers, dont il a aussi été question dans le 
numéro cité. - 

Non-seulement le signe de la dérivée f’x fait con- 
naître si la fonction fx éprouve un accroissement ou un 
décroissement pour des valeurs croissantes de x, mais 
encore la valeur absolue de f”x mesure la rapidité de 
l'accroissement ou du décroissement de fx. Bien que le 
terme de rapidité ne s'applique, dans le sens propre, 
qu'au phénomène du mouvement, chacun comprend 
l’acception extensive que nous lui donnons ici; et si l’on 
disait, par exemple, que la température de l'atmosphère 
varie plus rapidement près de la surface de la terre que 
dans les hautes régions, le sens de cette phrase serait clair 
pour tout le monde, quoique ni l’idée de mouvement, ni 
celle de temps n’entrent dans la notion qu’il s’agit d’ex- 
primer. Au reste, il est facile de définir mathématiquement 
l’idée que l’on se fait de la rapidité avec laquelle une fonc- 
tion varie. D'abord, si fx étaitune quantité constante, ce 
qui suppose manifestement que fx est une fonction li- 
néaire de la forme ax + b, fx varierait uniformément 
avec x, eu ce sens qu'à des variations égales de x cor- 
respondraient des variations égales de fx, de même signe 
que celles de x ou de signe contraire, selon que a aurait 
le signe positif ou négatif. Dans ce cas, la dérivée fx n'é- 
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tant autre chose que la constante a, ou que la tangente 
trigonométrique de l’angle que la droite y — 4x + 
forme avec les x positifs, et les variations de fx qui 
correspondent à des variations égales de æ se trouvant 
proportionnelles au nombre &, ce nombre mesure évi- 
demment la rapidité avec laquelle fx varie, toujours 
par comparaison avec la variable x qui est censée va- 
rier d’une manière uniforme. Lorsque y — fx cesse de 
désigner une fonction linéaire ou l’ordonnée d’une ligne 
droite, à des variations égales de x cessent de correspon- 
dre des variations égales de y. Cela posé, concevons que 
Pon prenne sur la courbe MN ( fc. 15) dont l’équation 
CSL: UES POINTS ME A Te ls sesee très-voisins 
les uns des autres, et que l’on substitue pour un mo- 
ment à la courbe MN le polygone 72m, m, m,....: lor- 
donnée variera avec des rapidités inégales d’un côté à 
l’autre de ce polygone; et en un point tel que 72, on 
devra, d’après ce qui précède, prendre pour mesure de 
la rapidité de la variation, la tangente trigonométrique 
de l'angle », mx que la sécante 7, fait avec l’axe des 
abscisses ou avec une parallèle à cet axe, du côté des 
abscisses positives. Or, la courbe MN est la limite dont 
s'approche indéfiniment la ligne polygonale, quand les 
points 72, M,, M, M, Sont pris de plus en plus 
voisins : donc la dérivée fx ou tang Tex, qui est la 
limite dont s'approche indéfiniment tang z2,nx, mesure 
la rapidité de la variation de l’ordonnée fx correspon- 
dant à l’abscisse x, toujours, bien entendu, par compa- 
raison avec +, qui est censé varier partout uniformément. 

Prenons, pour plus de simplicité, l'origine arbitraire 
de la grandeur y, de manière que y reste positif dans 
toute la portion de la courbe y — fx que lou veut 
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considérer. Cette courbe MN tournera sa convexité ( fig. 
16) ou sa concavité ( fig. 17) vers l'axe des abscisses, 
selon quela fonction f'xira en croissant ou en décroissant, 
ou selon que fx prendra une valeur positive ou négative. 
Il y aura inversion dans le sens de la courbure ou 2n- 
flexion dans la courbe (fig. 18), lorsque fx changera 
de signe; et dans ce cas la première dérivée f'x passera 
en général par un 72axunum où par un /urImMmuUmn. 
Ainsi, sur Ja figure, l’angle que la tangente r»T forme 
avec l’axe des abscisses, du côté des x positifs, après 
avoir été en croissant de M en 2, point où la courbe 
MN subit une inflexion, va en décroissant de »# en N. 

31. Lorsque l’on donne la fonction dérivée f? x, on 
ne détermine pas complétement par cela seul la fonction 
primitive f x, de la même manière qu'on détermine la 
première dérivée, et par suite les dérivées de tous les 
ordres, en donnant la fonction primitive. Effectivement, 
si l’on conçoit que la courbe MN (fig. 19), dont l’é- 
quation est y —/f x, soit successivement transportée en 
M, N,,M,N,, etc., de façon que toutes les ordonnées 
de la première courbe se trouvent augmentées d’une 
longueur constante, les tangentes 77 T, m, T,, mn, T,, 
etc., seront parallèles; et, par conséquent, la déri- 
vée y —/f'x sera commune à toutes ies courbes qui ont 
pour équation y = fx + C, C désignant une constante 
quelconque, que l’on appelle pour cette raison cons- 
tante arbitraire. Soit donc y une fonction inconnue 
de x, qui doit avoir pour première dérivée une fonc- 
tion connue y —/f'x, et, soit Ÿ x une fonction qui a 
pour dérivée fx : on posera 

NET AC, 


et il faudra déterminer la constante arbitraire C par 


M 
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une autre condition; au moyen, par exemple, de la 
condition que la courbe MN passe par un point donné 
(x, Yo), où que la fonction prenne une valeur y, pour 
une valeur donnée de x désignée par x,. Il résulte 
en effet de cette condition 
J'o a + C ; 

et par suite 

4 A Eu Ent 
équation d’où la constante arbitraire C se trouve élimi- 
née, et où il n'entre que des quantités connues. 

32. Une fonction périodique a pour ses dérivées de 
tous les ordres des fonctions périodiques. Une fonction 
paire a pour sa première dérivée et pour toutes ses déri- 
vées d'ordre impair des fonctions impaires, tandis que 
sa seconde dérivée et toutes ses dérivées d'ordre pair 
sont des fonctions paires. L’inverse a lieu pour les fonc- 
tions primitives impaires. La vérité de ces diverses pro- 
positions ressort de la simple intuition des courbes, et 
elles s'appliquent à des fonctions quelconques, mathé- 
matiques ou empiriques. 

33. De même que nous avons défini géométrique- 
ment le passage de la fonction primitive à sa dérivée, 
uous pouvons donner une signification géométrique à 
l'opération par laquelle on remonte d’une équation dé- 
rivée à sa fonction primitive. Soit en effet M” N’( ég. 20) 
la courbe qui a pour équation 

te —., VA tn , 
et proposons-nous d'évaluer l'aire trapézoïdale comprise 
entre l’axe des abscisses, la courbe M’ N° et deux or- 
données 72, p., m p, dont l’une correspond à l’abscisse 
déterminée Op,= x, et l'autre à l’abscisse variable Op 
— x. Gette aire est une fonction de la variable x que 
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nous désignerons provisoirement par o x. Si x augmente 
et prend la valeur O p,=x,, laire augmente‘du trapèze 
curviligne 72 pp, re,, et l'on a 
PL, — pX aire MP Pr M, 
LÉRENEES Sr : à 
en sorte que la dérivée de la fonction + est la limite 
vers laquelle converge le rapport du trapèze curviligne 
me pp, mn, à son côté pp,, quand pp, converge indéfiniment 
vers zéro. Mais Paire de ce trapèze est comprise entre 
celle du rectangle » pp, n, et celle du rectangle pr m, p,; 
et le rapport des aires de-ces deux rectangles, qui est 


converge indéfiniment vers l’unité, quand pp, converge 
indéfiniment vers zéro. Donc aussi le rapport de l'aire 
d’un de ces rectangles à celle du trapèze intermédiaire 
converge indéfiniment vers l’unité, et l'on peut écrire 


aire 7pP; M, mp X PP: 
© = ———— — mp = f'x. 
FE p=f 


Le 
Donc la fonction désignée provisoirement par ®  sa- 
üsfait à la condition d’avoir f” x pour dérivée : donc 


lim 


c’est une des fonctions primitives de f'x comprises dans 
la formule f{x+C , C désignant une constante arbitraire; 
et comme elle doit s’évanouir quand on y fait x—x,, 
puisque l’on mesure les aires à partir de l’ordonnée fixe 
M Po) À S’ensuit que cette fonction est complétement 
déterminée, et égale à fx—fx,. 

Pour cette raison on donne communément le nom 
de quadrature à toute opération par laquelle on déter- 
mine une fonction, en lassujettissant à la double con- 
dition d’avoir pour dérivée une fonction donnée, et de 
prendre une valeur numérique déterminée, pour une 
valeur particulière de la variable dont elle dépend. 
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Si l'on divise en z parties égales l’intervalle p, p (fig. 21), 
, \ / 7 ra -AR ; 
et qu'on mène les ordonnées équidistantes 72 p,m, p,) 
etc., on a, en désignant par © ; &,, les aires des rec- 
tangles p,pm,r,, p,p,m"r, ..... et par e l'intervalle 


Fu 


— 


constant p,p, — 
; n 


? 


w 6, 
np n? m,p,, re À etc. 
mp, EM, Dp,, + etc. _a—+o, + eic., 
AE SNA jee nu 
n ne 
c’est-à-dire que la moyenne arithmétique des ordonnées 
MP, M, pP\, ete. égale la somme des aires 6,6, ete., 
divisée par la ligne p, p—x—x,. Mais , quand le nombre 
n devient de plus en plus grand, l'intervalle e décrois- 
sant en raison inverse, afin que le produit z : reste cons- 
tant, la somme des aires w, w,, etc., converge indéfini- 
ment vers une limite qui est l'aire trapézoïdalezx, p, pm. 
Donc le rapport de cette aire à l'intervalle p, p, ou bien 
le rapport 
Ja fa, 
TX — X, 
exprime la moyenne de toutes les valeurs, en nombre 
infini, que prend la fonction dérivée f’x, pour les valeurs, 
aussi en nombre infini, de la variable indépendante, com- 
prises entre x, et x. 

Pour la généralité de cette règle, et de toutes celles 
qui se rattachent à la théorie des quadratures, il faut 
considérer comme négatives les aires telles que gss’g", 
limitées par des ordonnées négatives. 

34. On conclut facilement de ce qui précède, que si 
une fonction y était donnée par la condition d’avoir 
pour dérivée du #° ordre une fonction connue 


An 0, 
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il faudrait en outre, pour déterminer complétement y, 
assigner explicitement où implicitement les valeurs 
CP EE LAN (bi. 
que prennent les fonctions 
PAS NP AMAQE ET ie Gb 

pour une valeur déterminée de x, telle que x,. Soit en 
effet MN (is. 22) la courbe donnée par l’équa- 
tion (4, ): le tracé de cette courbe détermine en fonc- 
tion de FPabscisse variable Op=x l'aire trapézoïdale 
MP) pr, et détermine par conséquent la courbe dont 
l'équation est - 

NP pd mes a) 
pourvu qu’on assigne /(—‘x,, ou la valeur de y"? 
correspondant à x = x,. La courbe (a,_,) étant tracée 
détermine par la même raison celle qui a pour ordonnée 

D = FU x, 

pourvu qu’on assigne l’ordonnée fx, et ainsi de 
suite. 

39. On a supposé tacitement dans ce qui précède, que 
l’ordonnée f'x ne devient point infinie entre les limites 
de la quadrature. Il pourrait se faire néanmoins que les 
raisonnements et les constructions fussent encore appli- 
cables, même lorsque la fonction f'x prendrait entre les 
limites de la quadrature une valeur infinie. Soit en effet 

NE 
l’équation d’une courbe MRN (fig. 23) qui a un re- 
broussement en R [6], l’ordonnée PR étant tangente aux 
deux arcs MR, RN : la courbe M'N', dont l’ordonnée 
est la dérivée fx, aura pour asymptote la droite P'R 
menée parallèlement à OY par le point P’ dont l'abscisse 
OP—OP. Dans ce cas, il résuite de la définition même 
de la courbe M’N’, que Paire comprise entre une ordon- 
née fixe »',p',, lasymptote P'R', l’axe des x et la courbe 
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M', a une valeur finie, numériquement égale à la diffé- 
rence des ordonnées PR, pem,. En d'autres termes, 1 
arrive en pareil cas que l'aire trapézoïdale #',p pm 
converge vers la valeur finie PR—7»,p, , quand le point 
p' se rapproche de plus en plus du point P’. Alors rien 
ne s’oppose à ce que l’ordonnée de la courbe MRN soit 
censée déterminée par une quadrature, au delà comme 
en decà de l’ordonnée PR. La même observation s’ap- 
plique à la courbe MRN (fig. 24), qui est touchée au 
point R par l’ordonnée PR, et qui subit une inflexion 
en ce point. 

Au contraire, si l’aire limitée d’une part par l'ordon- 
née np" (fig. 23), de l’autre par l’asymptote P'R', était 
infinie, ou si l'aire trapézoïdale 77°, p', p'm’ convergeait 
vers l'infini, quand le point p' se rapproche de plus en 
plus du point P, l’ordonnée PR serait aussi une asymp- 
tote de la courbe M qui éprouverait une solution de con- 
tinuité; et l’on ne pourrait plus passer, par la continua- 
tion de la même quadrature, de la branche M à la 
branche N. 

Nous conclurons de ces remarques que, quand une 
fonction éprouve une solution de continuité en passant 
par l'infini, sa première dérivée, et par suite ses déri- 
vées ultérieures de tous les ordres , éprouvent la même 
solution de continuité ; mais que l’inverse n’a pas géné- 
ralement lieu, une fonction pouvant devenir infinie sans 
que la fonction primitive dont elle dérive devienne infi- 
nie, pour la même valeur de la variable indépendante. 

36. Une fonction quelconque y—/fx étant représen- 
tée par l'ordonnée de la courbe MRN (fé. 25), cette 
courbe peut être continue ( en ce sens que l’ordonnée 
reste finie, sans passer brusquement d’une valeur finie 
à une autre ), et offrir au point R ce que dans les arts 
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graphiques on appelle un Jarret ; c’est-à-dire que la tan- 
gente, après avoir varié d'inclinaison d’une manière 
continue de M en R, passe brusquement de la direction 
T'RT à la direction SRS', pour varier ensuite d’incli- 
naison, sans discontinuité, de R en N. Nous dirons 
qu’en pareil cas la ligne MRN a un point saillant en R: 
La courbe dont l’ordonnée est la fonction dérivée y— 
f'x éprouve une rupture, et cette fonction dérivée elle- 
même subit une solution de continuité résultant du pas- 
sage brusque d’une valeur finie à une autre, pour la 
valeur de x qui est l’abscisse du point saillant de la 
courbe y—/fx. Les dérivées de fx, des ordres supérieurs, 
éprouvent toutes en général, pour la même valeur de +, 
la solution de continuité qui consiste dans le passage 
brusque d’une valeur finie à une autre. 

Dans ce cas, aussi bien que dans celui où f'x devient 
infinie , fx restant finie, nous dirons que la fonction 
f'x, et toutes les dérivées subséquentes, éprouvent une 
solution de continuité du premier ordre , et que la fonc- 
tion primitive fx éprouve une solution de continuité du 
second ordre. 

La fonction fx pourrait elle-même n’éprouver qu’une 
solution de continuité du second ordre; celle de la se- 
conde dérivée f”x et des dérivées subséquentes étant du 
premier ordre ; et alors nous dirions que la fonction 
primitive fx subit une solution de continuité du troi- 
sième ordre. En général, on dira qu’une fonction éprouve 
une solution de continuité du 7° ordre, lorsque sa dé- 
rivée du (7—1)" ordre, et, par suite, les dérivées 
d'ordres plus élevés, éprouvent une solution de conti- 
nuité du premier ordre, résultant, soit du passage de 
ces fonctions par l'infini, soit de leur passage brusque 
d’une valeur finie à une autre. 
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37. La distinction des solutions de continuité des di- 
vers crdres, telle qu'on vient de l’établir, est d’une grande 
importance dans la théorie des fonctions, soit qu’on 
l'applique à l'algèbre, à la géométrie ou aux questions de 
physique mathématique. Jusqu'à ces derniers temps, 
les analystes entendaient , et lon entend communément 
encore par fonctions discontinues celles qui s'expriment, 
dans diverses portions de leur cours, par des formules 
aloébriques différentes. Effectivement , 1l sera prouvé 
plus loin que toute fonction y égale à la fonction algé- 
brique fx, pour les valeurs de x plus petites que x., 
et à la fonction également algébrique f,x, pour les 
valeurs de x plus grandes que x,, éprouve, pour 
l’abscisse x — x, , une solution de continuité d’un ordre 
déterminé; ou que ces fonctions, à moins d’être identi- 
ques, ne peuvent satisfaire à la série d'équations 

JL DES DM Le VU mi NE 
prolongée à l'infini; en sorte que si la dernière des 


équations de cette série à laquelle on peut satisfaire, est 
Va, =f0 x, 

la fonction y éprouvera, pour l’abscisse x, une solution 

de continuité de l’ordre 7 +- 2. 

Cette proposition cesserait d'être exacte s1 les fonc- 
tions /, f, n'étaient pas des fonctions algébriques, expli- 
cites ou implicites. Nous verrons, en effet, sur des exem- 
ples, qu'une fonction peut recevoir dans diverses portions 
de son cours, des expressions transcendantes de formes 
essentiellement différentes, sans qu'il y ait de solution 
de continuité d’un ordre quelconque, cor respondant au 
passage d’une forme à l'autre. 

Nous verrons aussi qu'une même expression transcen- 
dante peut équivaloir à une certaine fonction algébrique 
fx pour les valeurs de x <x,, et à une autre fonction 


THÉORIE DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 63 
algébrique f,x, distincte de la première, pour les va- 
leurs de x > x,. Ainsi une série convergente, qui est une 
expression transcendante, peut avoir successivement pour 
somme les fonctions algébriques distinctes fx et f,x. 

Dans tous les cas, les caractères essentiels des solu- 
tions de continuité sont ceux que nous avons donnés 
dans le numéro précédent, sans égard à la circonstance 
accessoire que la fonction puisse ou non s'exprimer ma- 
thématiquement, sous forme algébrique ou transcen- 
dante, dans la totalité ou dans une portion de son 
cours. 


_ 


38. Nous avons dit [4] que les fonctions qui repré- 
sentent des grandeurs physiques et mesurables ne peu- 
vent devenir infinies, mais qu'il y en a parmi elles qui 
sont susceptibles d’éprouver les solutions de continuité 
consistant dans le passage brusque d’une valeur finie à 
une autre, au moins sous le point de vue où nous nous 
trouvons placés pour observer les phénomènes matériels 
et pour les soumettre au calcul. Ceci se rattache aux no- 
tions sur les limites et sur les fonctions dérivées qui 
font l’objet du présent chapitre. Admettons, pour fixer 
les idées, que 7 désigne la densité d’un cylindre ABCD 
( fig. 26), supposée la même dans toute l'étendue d’une 
section perpendiculaire à l’axe OX, et variable d'une 
section à l’autre, La distance Op de la base du cylindre 
à la section 27, pour laquelle la densité a la valeur y, 
étant représentée par x, y deviendra une fonction de x ; 
mais comme la notion de densité n’est pas applicable 
en soi à une surface mathématique, il faudra, pour dé- 
finir rigoureusement la grandeur y, imaginer un plan 
M; A, parallèle à 22, et qui peut s’en rapprocher indé- 
finiment, tandis que 7#n reste fixe. La masse de la tranche 
MUR: Pa R, divisée par son volume, donnera un quotient 
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variable avec la distance pp, — x, — x. Ce quotient 
convergera vers une certaine limite quand x, — x 
convergera indéfiniment vers zéro; et la limite du 
quotient sera précisément la fonction de x que nous 
prenons pour mesure de la densité du cylindre dans 
l'étendue de la section 72. On appliquerait ce que nous 
venons de dire au sujet de la mesure de la densité, à la 
mesure de la température et généralement de toutes les 
grandeurs qui ne peuvent être conçues qu'à la faveur de 
cette explication comme des fonctions des coordonnées 
d’un point, d’une ligne ou d’une surface mathématiques. 

En général, la limite qui mesure la fonction y ne 
changera pas, soit qu'on mène le plan 72,7, en avant 
ou en arrière du plan 7772 ; mais, pour certaines valeurs 
particulières de x, la limite pourra être différente dans 
les deux cas; et alors, la fonction y éprouvera la solu- 
tion de continuité de premier ordre qui consiste dans le 
passage brusque d’une valeur finie à une autre. Elle 
pourrait aussi éprouver une solution de continuité du 
second, du troisième ordre, et ainsi à l'infini. 

Si l’on détermine la fonction y en menant deux plans 
parallèles 72,n,, m'n', l'un en avant, l’autre en arrière 
du plan #7, et en cherchant la limite vers laquelle 
converge le rapport de la masse 77:n,m'n' à son volume 
quand les deux plans z,n;,, m'n se rapprochent indéfi- 
niment de 7zn, en général la fonction y sera encore la 
même; mais, pour la valeur de x qui fait éprouver à la 
fonction une solution de continuité du premier ordre, 
la valeur de la limite, calculée dans la seconde hypo- 
thèse , sera la demi-somme des deux valeurs distinctes 
correspondant à cette valeur de x, dans la première 


hypothèse. 
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39. Supposons qu'on ait identiquement 

fx = ox + vx + x + elc., 

on aura aussi, quelles que soient les abscisses x, et x, 
XL, —1x TL, — QT LS LL ADCL- HOT 
Fun = Met Re te Me en 0e? 
et par conséquent, en faisant converger la différence 
x, — x vers zéro , et prenant les limites de tous les 
rapports, 
fa =vx + x + TD x + etc. 
Donc la dérivée d’une somme (algébrique) de fonctions 
est la somme (algébrique) de leurs fonctions dérivées. 
La dérivée du produit de deux fonctions est la somme 
des produits qu’on obtient en multipliant chacune des 
fonctions par la dérivée de l’autre. Soit, en effet, 
Ho UE 

on aura identiquement 

pes. Dr — Qu. = (qui — pr) dx + (a, mn 
+ (pts — px) (Ya, — x), 


Si l’on fait maintenant converger x, — x vers zéro et 
qu'on passe aux limites, il viendra 
Pa=ox.ÿx + Vx.px; (à) 
car, dans l'hypothèse où ox et br n’éprouvent pas de 
solution de continuité du premier ou du second ordre, 
le facteur 4x, — Ÿx converge vers zéro en même temps 
que æ, — x, et le facteur 
DT, — DA 


L, — X 
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convergeant vers la limite finie o'x , le terme 


ET (4, — Va) 


a pour limite zéro. 
On peut mettre l’équation (b) sous la forme plus 
symétrique 


nie le 

et il est aisé d’en conclure que si l’on avait 
cie on rh oitata hi où 

la dérivée f” serait dons par la formule 


RE FAT NE ERA 
fr — me Ux Ro AE 


Inversement , si nous posons 


A 
fit OUT LT. Vte 


on tirera de la en précédente 
(sfr * vx 
—- LILI Æ 
ee Ho dire 
et par suite, en remettant pour fx sa valeur, 
! ! 
FRE Non A (o) 
ti (èx} 
La constante «a peut être regardée comme une fonc- 
tion dont la dérivée est nulle : si donc on pose succes- 


sivement 
à 
PO ENO TNT — CR, A RE 7 


on aura , en vertu des règles précédemment démontrées, 


' r LE a 
PT ND PP RE TT 
Toutes les fonctions qui ne diffèrent que par l’addi- 
tion d’une constante arbitraire & ont donc la même 
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dérivée, principe fondamental et déjà établi [31]. 
40. Supposons que l’on ait à la fois 
D JEU D ER ON, 
et que 
UE 
soit l’expression de > en fonction immédiate de #, telle 
qu'on la tirerait de l'élimination de x entre les deux 
premières équations, si l’élimination était possible. Dési- 
gnons par Vis Lis Ér3 Y, X, € deux systèmes de valeurs 
correspondantes pour ces trois variables : on aura évi- 
demment, en vertu de la correspondance admise, 
dE — dE fx, —ÿfx ol, — pl 
RP LU DENRNRE NE EU de Neue 
et, en passant aux limites, 
V'ERES © pe. 
Cette équation exprime le principe fondamental de la 
dérivation des fonctions médiates, ou des fonctions de 
fonctions. On le généralisera sans difficulté; et, par 
exemple , si l’on pose 
MONT DO EE DL 
de manière que 


F) 


DIRE UE 
soit l'expression de y en fonction immédiate de, telle 
qu’on la déduirait de l'élimination des fonctions inter- 
médiaires x et u, on trouvera, en opérant comme ci- 
dessus , 
é—nfie : q'u. BL. 

41. Réciproquement, on peut considérer les variables 
xet y comme déterminées immédiatement en fonctions 
d’une troisième variable # par les équations 


= p,y—=de, 


de manière que 


Jr 
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soit l'équation qui se déduit des précédentes par léli- 
mination de £. On a d’abord, d’après ce qui vient d’être 
_ démontré, 

d'é 

: 


a =, 


Désignons, comme à l'ordinaire, par y’ la dérivée 
f'x, et soit, pour plus de commodité , 


on aura entre les variables x, y”, t, les trois équations 
! 4 {4 
MIO MMS dé, y tres 
d'où l’on tire, en appliquant toujours la règle de la 
dérivation des fonctions RE 


__ye. ot — Ve. ot. 


11 , / Z 
2 PR UE Um EU (d) 
( Le ? 
? 
e e. e e . F Ab 
et en continuant ainsi, on exprimerait les dérivées de 
tous les ordres de la fonction /, au moyen des dérivées 
des fonctions o et d. 
Considérons plus particulièrement le cas où l’on au- 
rait Wé—t, et par suite 
WIR WE ONE: 
l'élimination de £ s'opérera immédiatement , et l’on aura 
à la fois 
LUE OV) MESURE ‘ 
c’est-à-dire que + désignera la fonction énverse de f, 
ou celle que l’on obtiendrait en résolvant par rapport 
\ LY4 3 « e fee lg 
à x l'équation > = fx. Pour exprimer les dérivées de 


D g 
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la fonction f, au moyen des dérivées de la fonction in- 
verse ©, il suffira donc de remplacer dans les formules 
précédentes £ par y, puis de faire d'y= 1, dy —o, etc. ; 
au moyen de quoi il viendra : | 


7 
jh PRO jan Meet) 
‘22 (pr) 

La première des formules (e) aurait pu se tirer directe- 
ment d’une considération bien simple. En effet, puisque, 
d’après l’hypothèse, les deux équations y —=fx, x=0y 
sont identiques et représentent la même courbe, f'x et 
y expriment respectivement, dans un système de coor- 
données rectangulaires, les tangentes trigonométriques 
des angles que la tangente à cette courbe au point (x,y) 
forme avec les axes des x et des y ; et ces deux angles 
étant complémentaires, on a fx. oy—1. 


Notions sur la théorie des fluxions. 


42. On a vu [30] que la fonction dérivée y’ = f'x 
mesure la rapidité avec laquelle varie, relativement à x, 
la fonction primitive y —/fx ; et nous avons expliqué ce 
qu'il faut entendre par cette rapidité relative. Mais si la 
variable £ désigne le temps compté d’une origine quel- 
conque, et si les grandeurs x, y sont considérées comme 
variant avec le temps , en vertu des équations 

TE AT 
les dérivées o'£, V'£ mesureront la rapidité des variations 
de x et de y, non plus dans un sens relatif, mais dans 
un sens absolu : car le temps ainsi compté est la varia- 
ble essentiellement indépendante qui, par sa nature, 
varie ou s'écoule toujours uniformément. En rapportant 
ainsi la variation des grandeurs à l'écoulement du temps, 
Newton donne le nom de f{uentes aux grandeurs x, 7, 
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qui sont censées varier avec le temps, et le nom de 
fluxions aux dérivées ot, V't,..... qui varient elles-mêmes 
en général avec le temps, et qui mesurent en chaque 
instant les vitesses de variation des quantités fluentes. 
Sa notation consiste à marquer d’un point la quantité 
fluente pour indiquer la fluxion correspondante. Ainsi 
x, v désignent les fluxions d de æ, y ou les dérivées ot, 


Vi. De même #, y ; à, V correspondent à ®"#, Ÿ"£ 
o"4, Ÿ’t; et désignent des fluxions de fluxions, ou des 
fluxions du second, du troisième ordre, et ainsi de suite. 

On peut, avec Newton, prendre pour type des quan- 
tités fluentes la distance x d’un point fixe O ( fig. 27) 
à un point 2 en mouvement sur la droite indéfinie OX. 
La fluxion x sera la vitesse même du point mobile, 
pour l'instant que l’on considère : le mot de awtesse 
étant pris ici dans son acception primitive, qui est aussi 
la plus usitée. Mais on pourrait choisir tout autre exem- 
ple sans nuire à la clarté des idées. Ainsi, quand un 
corps échauffé se refroidit, on conçoit que la température 
de sa surface est une grandeur qui varie avec le temps, 
et qui, en général, ne doit pas varier uniformément, de 
manière que des pertes égales de température aient lieu 
dans des temps égaux. On se fait de la vitesse variable 
du refroidissement une idée aussi directe et aussi claire 
que de la vitesse variable d’un point mobile. 

La conception de Newton s'étend d’ailleurs à des gran- 
deurs quelconques, en ce sens que l’on peut toujours 
définir et exprimer, au moyen des fluxions, les fonctions 
que nous avons qualifiées jusqu'ici de dérivées, et dont 
les relations avec les fonctions primitives sont l’objet 
essentiel de la théorie qui nous occupe. En effet, soit 
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Y =,fx une fonction quelconque de +, on aura, d’après 
les formules du numéro précédent, pourvu que x, y dé- 
signent des grandeurs variables avec le temps, 


f'x re J y ver si RE sa s 

AL 7. | 
Maintenant, si æ, y ne sont pas des fonctions du 
temps, il y aura une de ces grandeurs dont les variations 
ne seront subordonnées à celles d'aucune autre, et que 
lon pourra traiter comme une variable indépendante ; 
ou bien on les considéréra toutes deux comme étant, 
médiatement ou immédiatement, des fonctions ou, du 
d’une autre variable w que l’on prendra pour variable 
indépendante. Or, la variation de w étant réputée uni- 
forme, comme l’est celle de £ par l'essence de cette 
grandeur, rien n'empêchera d'imaginer que w varie 
avec {, et, en poursuivant cette fiction, de prendre w 
pour mesure de #; c’est-à-dire, d'identifier les fonctions 

qu, V'u avec v'{, V’t ou avec les fluxions x, 2 
Si x est pris pour variable indépendante, on aura 


LS Fame A x —0, 1—0, etc., etalors, les fluxions y, 7, Pr 
deviendront identiques avec les dérivées fx, fx, fx... 
ou bien avec y’, y”, y... La notation de Lagrange 
ne différera plus de celle de Newton que par la substi- 
tution insignifiante des accents aux points. 

On a reproche à Newton de faire intervenir, sans né- 
cessité, dans ce mode d'exposition, la notion du temps 
et celle du mouvement. Le reproche peut être fondé, 
quant à la notion du mouvement, à laquelle rien n’oblige, 
en effet, de recourir; mais on devait remarquer que Îa 
notion du temps intervient ici par la nature des choses, 


en raison de ce que le temps est la seule variable essen- 
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tiellement indépendante, et la seule dont la variation 
soit essentiellement uniforme, ou la fluxion constante. 
Dans tous les cas, la conception de Newton, appli- 
quée aux grandeurs qui varient effectivement avec le 
temps, a l'avantage de fixer la signification réelle des 
fonctions dérivées, et par là même de donner à l’avance 
la raison du rôle qu’elles jouent dans les applications de 
l’analyse à la discussion des phénomènes physiques. 
Newton se proposait aussi de fonder la théorie des fonc- 
tions sur une idée que lesprit püt saisir directement, 
sans passer par la considération des limites et sans s’as- 
sujettir à une marche jusqu'à un certain point détour- 
née et indirecte. [l entendait exprimer directement la 
continuité dans la variation des grandeurs, au moyen 
du phénomène le plus familier où cette continuité tombe 
sousles sens. On a objecté, d’après d’Alembert, que, pour dé: 
Jinir une vitesse continuellement variable, il fauttoujours 
recourir à la considération des limites; mais, en faisant 
cette objection, on a mal à propos subordonné la précision 
des idées à leur définition logique. Un concept existe dans 
l’entendement, indépendamment de la définition qu’on en 
donne; et souvent l’idée la plus simple dans l’entende- 
ment ne comporte qu'une définition compliquée, quand 
elle n'échappe pas à toute définition. Tout le monde a 
une idée directe et exacte de la similitude de deux corps , 
quoique peu de gens puissent entendre les définitions 
compliquées que les géomètres ont données de la simili- 
tude. De plus amples développements à ce sujet rentre- 
raient dans la théorie de la génération des idées et nous 
écarteraient trop de notre but principal. 


—— ss (QC Em 
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CHAPITRE IV. 


NOTIONS SUR LES DIFFÉRENCES ET SUR LES APPROXIMATIONS 
DES DIVERS ORDRES.—THÉORIE DES INFINIMENT PETITS 
ET PRINCIPES DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 


a 


43. Imaginons deux grandeurs variables x,7, dont 
l'une soit fonction de l’autre, et qui passent par deux 
séries de valeurs correspondantes 

DRE NCA TN ORRRAREt 
Dr Pin Van Nas Vas sense 

Prenons la différence de chaque terme à celui qui le 
suit dans la série où il se trouve, et désignons par Ax 
la différence x, — x, la lettre A étant employée comme 
caractéristique, et non comme signe de quantité : nous 
formerons deux autres séries de valeurs 

ANA MNT AT te ANT! 
DRIVE PEL PES RAIN ST 
qui se correspondront encore. Opérons sur celles-ci comme 
sur les séries primitives, c'est-à-dire, prenons la différence 
de chaque terme au terme consécutif; et d’après l’ana- 
logie désignons par A.Ax, ou par A°x la différence 
Ax,— Az : nous obtiendrons deux nouvelles séries 
ARC PARENT 
AU D NIE a. a GAP EE NET 
dans lesquelles les termes A?x, Ay, ...... exprime- 
ront des différences de différences, ou des différences 
du second ordre, par rapport aux termes +, y qui leur 
correspondent dans les séries primitives. On formerait 
de même les séries des différences du troisième , du qua- 
trième ordre, et ainsi de suite. 
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En conséquence de ces notations on aura identique- 
ment 
Tree Er ATS 
LL, HAL, = x + Az + A(x + Ax)}=x+2Ax+ A7, 
T3 = L, + AL, = T + 2 AT + AT + A(X + 2 Ax + A?x) 

= x + 3 Ax + 3x + A$x 

et par une induction évidente ( que l’on confirmerait 
d’ailleurs sans difficulté, en employant, comme pour 
la formule du binôme, le tour de démonstration de 
proche en proche ) 
Hs 1) LU ER RTE 2) Nr 
| EE ie DE 
On aura de même à 


‘oi eme LEA) 13 
Si RE PRETT Are Ps té 


n 
BE, es F AT + 


Eee Cu AE 
Ces dernières formules peuvent s’écrire symboliquement 
BE CN MO (AA 

pourvu qu'on se rappelle que de telles équations n’ont 
de sens qu'après le développement des seconds mem- 
bres, la lettre A étant un indice d'opération, et non un 
signe de quantité. L’analogie entre les puissances et les 
différences qui ressort de ces équations symboliques, et 
dont on verra beaucoup d'autres exemples , provient 
évidemment de ce que la formule du binôme s'obtient 
d’après des règles d'analyse combinatoire tout à fait in- 
dépendantes de la nature des opérations de calcul que 
chaque combinaison représente, ou de l’idée accessoire 
de multiplication qui vient s'associer, dans les éléments 
d’algèbre, à l’idée abstraite de combinaison. 
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44. Si la quantité x remplit naturellement ou par 
convention le rôle de variable indépendante, on est porté 
à s'occuper plus spécialement du cas où l’on ferait croi- 
tre cette variable par différences constantes, de manière 
à avoir 

DATI TNT, 

TS AIT DIAL , 

HS DE UTIAT, ELC.: 
les différences des ordres supérieurs A2x, A$x,.....5se 
réduisant toutes à zéro. Nous allons envisager dans cette 
hypothèse les séries qui comprennent les valeurs con- 
sécutives de y, et leurs différences des divers ordres. 

Il n’y aurait, pour notre but actuel, aucune re- 
marque essentielle à faire, tant que la fonction 7 —/fx 
reste indéterminée, si d’ailleurs on ne s’assujettissait à 
aucune condition dans le choix de la différence arbi- 
traire Ax. Mais supposons que l’on prenne pour Ax fine 
très-petite fraction : les différences Ay, A2y, y, ..... 
deviendront, en général, très-petites aussi; de manière 
toutefois (et ceci est très-remarquable) que les rapports 
de A?y à Ay, de A°y à A7, etc., soient eux-mêmes expri- 
més par des fractions très-petites. Plus la différence Ax 
sera petite, et plus cette subordination de grandeur 
entre les différences des divers ordres de la fonction y 
deviendra sensible. 


En effet, si nous partons de l’équation identique 


AY 
AY HT ITETE ATX, 


nous pourrons remarquer que le rapport 


1 
A 


converge 
x 


indéfiniment vers la limite fx, quand Ax décroit indc- 
finiment. On a donc avec une approximation indéfinie, 
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et d'autant plus grande que Ax est une fraction plus 
petite, 
AE EV STRNN EE 
On a aussi IREUHAUEMENE 


f A 
AE rs a — “7 Rives 


et l’on tire de cette équation avec une approximation 
indéfinie, et d'autant plus grande que Ax reçoit une 
plus petite valeur, 


{x HAX) — fx 
Ay=|[f'(x+ Az) —/f'x].Ax— EE + AZ? 
D PAT 
Ceci nous montre d'abord que la fonction dérivée du 
second ordre fx est la limite vers laquelle converge le 
ne À 2 
AL a2 
que fx exprime , dans la même circonstance, la limite 
L22 


rapport quand Ax décroit indéfiniment, de même 


À ; à 
du rapport _ . En second lieu, nous voyons que, pour 


se très-petites valeurs de Ax, on aura sensiblement 

A2y tien 

ANT AE 
Maintenant , si les fonctions dérivées fx, f”" x restent 
finies, c’est-à-dire, si la fonction fx n’éprouve point, 
dans l’intervalle de x à x + Ax, de solution de conti- 
nuité du second ou du troisième ordre, et si, dans cet in- 


At 


tervalle elle ne passe point par un #aximum ou par un 
minimum , ce qui ferait évanouir f’x, on pourra écrire 
AY 
AY 
« désignant un nombre fini. Alors on pourra toujours 


— « AX, 


prendre Ax assez petit pour que le produit x At ou le 
2h 


A 
rapport - 


. tombe au-dessous de toute grandeur donnée. 
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De l'équation identique 


A2, A3ÿ 


on tirerait de même, pour de très-petites valeurs de Ax, 
l’équation de plus en plus approchée 
f'G+ax)f'a 
AZ 
PT AT 
et comme le même calcul peut être indéfiniment pour- 
suivi, on voit que la dérivée fx est la limite vers Îa- 
quelle converge, dans l’hypothèse admise , le rapport 


AT 


Re: ce qui fournit un moyen de calculer approximati- 


Ay={[f"(x+ Ax)—f"x].Ar— AT 


vement les valeurs de la fonction fx, quand la fonction 
primitive fx est donnée par une table, pour des valeurs 
de x équidifférentes et très-rapprochées. En effet,avec cette 
table on formera les valeurs de Ax, A?y, ..... AY; 


n 


: A 
et par suite on aura celle du rapport ©, laquelle se 


confond sensiblement avec la valeur de fx. 

On voit encore que, si toutes les dérivées de fx res- 
tent finies, jusqu'à fx inclusivement, on pourra tou- 
jours prendre Ax assez petit, non-seulement pour que 
les différences des divers ordres 

AT pa a TG RNA 
forment une suite de fractions très-petites, mais pour 
que cette série soit ordonnée, de manière que le rap- 
port de chaque terme à celui qui le précède dans la série 
se réduise lui-même à une fraction très-petite. 

45. La série des puissances d’une fraction très-petite 
est le type arithmétique de la subordination des gran- 
deurs. Si lon élève, par exemple, à ses puissances suc- 
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cessives la fraction —=-, on aura une suite rapidement 


, . 
décroissante 
I I I 


D DE te POS tr M ST PAM EE TRES US etc. ? 
1000 I 000 000 I 000 000 000 


telle que, dans un calcul d’approximation, on pourrait 
regarder comme négligeable vis-à-vis d’un terme de la 
série, non-seulement le terme qui le suit, mais un mul- 
tiple de celui-ci, tant que le multiplicateur ne serait pas 
de l’ordre des dizaines ou des centaines. Généralement, 
désignons par e une fraction très-petite, et par #,, #,, 
Es, .....:. À, des nombres qui ne soient pas très- 
grands, ou des nombres tels que les fractions 

Née Lo di I 

K. re Fe ALTER za 
ne soient pas comparables pour leur petitesse à & : la 
suite 

OR ER NT TE 
sera formée de termes dont chacun pourra être considéré 
comme très-petit par rapport à celui qui le précède, ou 
dont chacun serait exprimé par une fraction très-petite, 
comparable dans sa petitesse à e, si l’on prenait pour 
unité la valeur du terme qui le précède immédiatement. 
Appelons quantités très-petites du premier ordre les 

fractions & et {,e : on exprimera la subordination qui 
vient d’être expliquée en disant que 

HR ST e de DRE 
sont des quantités très-petites du second , du troi- 
sième,..... du 2° ordre. 

Conséquemment à cet énoncé, nous dirons que, si Ax 

est une quantité très-petite du premier ordre, et s'il n’y 


a aucune des fractions 
T 1 I I 
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comparable pour sa petitesse à Ar , les différences 
AVR TURN AEN TS 
seront des quantités très-petites du premier , du second, 
du troisième, ...... du 7° ordre, ou des quantités 
respectivement du même ordre que 
TON AT INMNTE ORNE AE 

46. Il ne sera pas hors de propos d'ajouter ici quel- 
ques éclaircissements au sujet de la distinction que font 
les géomètres, de grandeurs de divers ordres, lorsqu'ils 
se proposent, non plus de déterminer rigoureusement des 
rapports mathématiques "mais d'évaluer approximative- 
ment des grandeurs qui ont une existence réelle. 

À envisager les choses dans leur généralité abs- 
traite, cette distinction est sans doute artificielle : il 
n’y à pas dans la nature de grandeur ni de petitesse ab- 
solues ; la même grandeur s'exprime par des nombres 
très-grands ou par des fractions très-petites, selon l’unité 
employée ; et des grandeurs continues de même espèce 
ne peuvent non plus être distribuées naturellement en 
des ordres distincts, sous le rapport de leur grandeur, 
par la raison même qu’elles sont continues, et qu’on 
peut aller de l’une à l’autre par des transitions insensibles. 

Mais au point de vue où l’homme se trouve placé pour 
observer les phénomènes et mesurer les grandeurs qui 
en dependent, il y a des unités de mesure indiquées par 
la nature des choses, et d’une disproportion telle quand 
on passe d’un ordre de phénomènes à un autre , que l’on 
est effectivement conduit à établir entre des quantités de 
même espèce une subordination de grandeur. 

Ainsi, dans certaines recherches délicates de physi- 
que, telles que celles qui se rapportent à la capillarité 
et à l'optique, on a pu prendre le millimètre pour unité 
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de longueur : on compliquerait, sans raison, l’expression 
numérique des grandeurs qu'il s’agit de comparer dans 
ces recherches, si l'on s’avisait de choisir pour unité le 
mètre ou le kilomètre; et il serait absurde de prendre 
pour unité le millimètre, quand il s’agit de comparer 
des hauteurs de montagnes dont la mesure comporte 
toujours une erreur de quelques décimètres ou même 
de quelques mètres. Que s'il s’agit de mesurer les dia- 
mètres du soleil et des planètes, la nature de l’observa- 
tion, l'analogie conduisent à prendre pour terme de 
comparaison ou pour unité de longueur le rayon terres- 
tre; car, non-seulement des différences dequelques cen- 
taines de mètres sont insignifiantes, eu égard aux di- 
mensions de ces corps énormes et aux phénomènes sur 
lesquels ces dimensions ont de l'influence, mais encore 
de telles différences sont insaisissables, par les moyens 
d'observation et de mesure dont nous disposons. Enfin, 
dans la mesure des dimensions des orbites planétaires, 
le rayon même du globe terrestre serait une unité dis- 
proportionnée : le grand axe de l’ellipse que la terre décrit 
est l'unité convenable, en comparaison de laquelle on 
peut regarder comme très-petites, ou même dans beau- 
coup de cas comme échappant à nos mesures, des varia- 
tions de distance comparables aux dimensions de la terre. 
Il serait facile de pousser cette progression plus loin, 
en continuant de prendre nos exemples dans des phéno- 
mènes astronomiques bien généralement connus; mais 
les explications déjà données font suffisamment compren- 
dre comment nous sommes conduits à concevoir des 
grandeurs homogènes de divers ordres : de manière que, 
dans chaque classe de phénomènes, et pour la mesure 
des grandeurs qui s’y rapportent, il convienne de pren- 
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dre l’unité dans un certain ordre; et en conséquence 
d'exprimer les unités de l’ordre inférieur par de très- 
petites fractions. C’est à cette subordination des gran- 
deurs , lorsqu'elle existe, que tient la simplicité des lois 
des phénomènes, et que nous devons la puissance de les 
soumettre au calcul, par les méthodes d’approximation 
que l'analyse a fait découvrir. 


Théorie des infiniment petits et principes du calcul 
infinitésimal. 


47. Étant donnée la série des différences des divers or- 

dres 

AH GA Le SRE 
qui deviennent, pour de très-petites valeurs de Ax, res- 
pectivement comparables à 

ATX AP AN NES tr EU 
l'erreur que lon commettra en négligeant A°y, Ax° vis- 
à-vis de Ay, Az; A$y, Aa vis-à-vis de A°y, Ax°, et ainsi 
de suite , sera d'autant moindre que l’on prendra pour 
Ax une quantité plus petite; et l’on pourra toujours pren- 
dre Ax assez petit pour que l'erreur commise tombe au- 
dessous de toute grandeur donnée. C’est ce qu’on ex- 
prime , d’après Leibnitz , d’une manière plus brève, en 
disant que A?y, Ax? sont rigoureusement néglis da bles 
vis-à-vis de Ay, Ax ; que A°y, Ar’ le sont pareillement 
vis-à-vis de A7, Aa , et ainsi de suite HÉRGRE la diffe- 
rence Ax est infiniment petite. 

Ax et par suite Ay étant des quantités infiniment pe- 
tites, Ax°, A°y sont des quantités infiniment petites du 
second ordre; ce qui signifie que les rapports 

DAY y 
RARE 
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deviennent aussi des quantités infiniment petites. AxŸ, 
A$y sont des infiniment petits du troisième ordre; ce qui 
revient à dire que les rapports | 


Aa Ny 
deviennent des quantités infiniment petites , ou que les 
rapports 

Ax3 A$y 

Az ? Ay 


sont des infiniment petits du second ordre. Générale- 
ment, pour des valeurs infiniment petites de Az, les 
quantités Az”, Ay deviennent, dans le sens qui vient 
d'être expliqué, des quantités infiniment petites du 
n° ordre. 

Ce langage adopté , au lieu de dire que les dérivées 

CAN AE AU AS DE SCR 
sont les limites vers lesquelles convergent indéfiniment 
les rapports 
App y 
Ro AS TA 

quand la différence Ax converge indéfiniment vers zéro, 
nous énoncerons le même fait en disant que ces fonc- 
tions dérivées sont les valeurs mêmes des rapports cor- 
respondants , quand la différence Ax devient infiniment 
petite, et quand par suite les différences Ay, A°y, Aÿy, 
...... deviennent des quantités infiniment petites du 
premier, du second, du troisième ...... . ordre, cha- 
cune rigoureusement négligeable vis-à-vis des infini- 
ment petits d’un ordre inférieur. 

Afin d'exprimer la même chose avec la concision qui 
est propre à l'écriture algébrique, Leibnitz emploie la 
caractéristique pour désigner des différences infini- 
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ment petites ; et d’après cette notation, nous poserons 


1 dy h 7 d Ua 111 dy 


vre Mu Se er es de ? ætc., 

ou bien 
DT ur, dy AE DEP dr", etc. 

48. Pour faire comprendre tout de suite, par un 
exemple très-simple, la raison et le but de cet algo- 
rithme , proposons-nous de trouver la dérivée de la fonc- 
tion algébrique 

= + ax? + dx + c: 

nous aurons, en formant d’abord la différence Ay pour 


| AY a ARE 
passer de là au rapport Ag” *t ensuite à la limite, 


Ay=(x + Ax)+ a (x + Ax) + dx + Ar) + c 
— (a$ + ax? + bx + ©) = (32? + 2ax + b)Ax 
+ (3x + a) Ar? + An ; 
d’où nous tirons 


AY ; 
TE — 32? + ax + b+4 (3 x + a) Ax + ax. 
Or, si nous faisons converger indéfiniment Ax vers 
zéro, les termes 
(3x + a) Ax, Ax? 
convergeront aussi indéfiniment vers zéro, et s'évanoui- 
ront à la limite : donc on a 


Dr. à — 32° +2 ax +0. 


Au lieu d'employer ce tour de raisonnement, traitons 
les différences Ax, Ay comme des quantités infiniment 
petites, et désignons-les par dx, dy : nous aurons 


dy=(32 +2 ax +b)dx+(3x+a)dx + das; (x) 


mais les termes 
(3x a)dx?, dx 
sont des infiniment petits du second et du troisième 


6. 
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ordre, qui doivent être négligés vis-à-vis des quantités 
infiniment petites du premier ordre, 


dy, (32°+ 2 ax + bd) dx : 


donc on a simplement 
dy = (3x + 2 ax + b) dx; (2) 
d'où l’on tire, comme ci-dessus, 
s=T— 32° + 9 ax - be 
Maintenant (et c’est en ceci que consiste essentielle- 
ment l'avantage du procédé de Leibnitz) il est clair 


qu'on aurait pu se dispenser d'écrire dans l’équation (1) 
et de calculer préalablement les termes en dx? et dx, 
sachant que ces termes ne peuvent être que des infini- 
ment petits d'ordres supérieurs, destinés à disparaître 
vis-à-vis des infiniment petits du premier ordre, de 
même et par la même raison que ceux-ci disparaissent 
vis-à-vis des quantités finies. Il y a plus : pour former 
Ay on a eu besoin de connaître la formule qui donne 
les développements des puissances (x+ A x),(x+Ax); 
tandis que, pour former l'équation (2), il aurait suffi 
de connaître les termes affectés de la première puissance 
de Ax dans les mêmes développements. 

Supposons encore que nous voulions trouver la dé- 
rivée de la fonction qui mesure l'aire trapézoïdale com- 
prise entre la courbe M’ N’(ig. 50), l’axe des abscisses 
et deux ordonnées 7% Po 7p, dont la première est fixe, 
tandis que l’autre se déplace. Cette question a été traitée 
au n° 33 par la considération des limites. Pour y ap- 
pliquer les principes de Leibnitz, nous concevrons que 
labscisse Op — x augmente de la quantité infiniment 
petite pp, — dx. L'aire m,p,pm étant désignée par y, 
la valeur de dy sera le trapèze curviligne infiniment pe- 
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üt2pp, m,. Mais, si nous menons les droites rrn,, mn, 
parallèles à pp,, la différence de dy au rectangle infini- 
ment petit 2pp, n, sera moindre que l’aire du rectangle 
mnmñ, qui est elle-même un infiniment petit du se- 
cond ordre, puisque les deux dimensions 727,, rn,n, sont 
chacune des infiniment petits du premier ordre. Done, 
en négligeant, comme on doit le faire, les infiniment 
petits du second ordre’ vis-à-vis de ceux du premier 
ordre, et en désignant par f'x l’ordonnée courante de 
la courbe M'N’, on aura 

7 A Led LE DEN 


d’où l’on tire 


ce qui apprend que la dérivée de la fonction cherchée 
est précisément la fonction donnée f”x. 

En général, on ne soumet à des raisonnements, à des 
constructions et à des calculs, des infiniment petits de 
divers ordres , que pour assigner les rapports finis qui 
existent entre des infiniment petits du même ordre; et 
à cet effet on néglige constamment les infiniment pe- 
tits d'ordre supérieur vis-à-vis des infiniment petits 
d'ordre inférieur : ce qui opère, dans le cours même 
des raisonnements, des constructions et des calculs, des 
simplifications qui constituent essentiellement l’avantage 
de la méthode. 

49. Effectivement, si nous pouvions comparer dès le 
début, non plus seulement dans leurs germes, mais dans 
leurs applications aussi variées qu'étendues, la méthode 
des limites et la méthode infinitésimale, nous verrions 
que toutes deux tendent au même but, qui est d’expri- 
mer la loi de continuité dans la variation des gran- 


4 


86 LIVRE I. — CHAPITRE IV. 


deurs, mais qu’elles y tendent par des procédés inverses. 
Dans la première méthode, étant donnée à traiter une 
question sur des grandeurs qui varient d’une manière 
continue, on suppose d’abord qu’elles passent subite- 
ment d’un état de grandeur à un autre; et l’on cherche 
ensuite vers quelles limites convergent les valeurs obte- 
nues dans cette hypothèse, quand on resserre de plus 
en plus l'intervalle qui sépare ‘deux états consécutifs. 1] 
est clair qu’on n'obtient ainsi qu'après coup, à la fin de 
la solution, les simplifications qui résultent de la con- 
tinuité, et que la méthode infinitésimale, par l’évanouis- 
sement successif des infiniment petits d'ordres supé- 
rieurs , donne directement et successivement, à mesure 
qu'on avance dans le traitement de la question. 

Aussi peut-on poser en fait que, quelque adresse que 
l’on mette à employer la méthode des limites, et quel- 
ques simplifications que les progrès des sciences appor- 
tent dans les théories mathématiques et physiques, on 
arrive toujours à des questions pour lesquelles il faut 
renoncer à cette méthode, et y substituer, dans le lan- 
sage et dans les calculs , l'emploi des infiniment petits 
des divers ordres. 

D'ailleurs la méthode infinitésimale ne constitue pas 
seulement un artifice ingénieux : elle est lexpression 
naturelle du mode de génération des grandeurs physi- 
ques qui croissent par éléments plus petits que toute 
grandeur finie. Ainsi, pour revenir sur un exemple cité 
[42], quand un corps, en se refroidissant, émet sans 
cesse de la chaleur thermométrique, la perte de tempéra- 
ture qu’il éprouve dans un intervalle de temps quelcon- 
que, si petit qu’on le suppose, est un effet composé, 
résultant, comme de sa cause, de la loi suivant laquelle 
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le corps émet sans cesse, en chaque instant infiniment 
petit, une quantité infiniment petite de chaleur thermo- 
métrique. Le rapport entre les variations élémentaires 
de la chaleur et du temps est la raison du rapport qui 
s'établit entre les variations de ces mêmes grandeurs 
quand elles ont acquis des valeurs finies, le terme de 
raison étant pris ici dans son acception philosophique. 

De même, pour employer un exemple déjà familier 
à la plupart de nos lecteurs, les espaces décrits par un 
corps qui tombe libremént', en cédant à l’action de la 
pesanteur, varient proportionnellement aux carrés des 
temps écoulés depuis le commencement de la chute, 
parce que l’accroissement infiniment petit de l’espace 
parcouru est proportionnel à la vitesse acquise, qui elle- 
même, par un résultat évident de l’action continuelle et 
constante de la pesanteur, est proportionnelle au temps 
écoulé depuis que le corps est en mouvement. De cette 
relation si simple entre les éléments du temps écoulé 
et de l’espace décrit, dérive, comme de sa cause, la 
loi moins simple qui He entre elles les variations finies 
de ces deux grandeurs. 

Sous ce point de vue, on a pu dire avec fondement, 
que les infiniment petits existent dans la nature ; et 1 
conviendrait certainement , dans le même ordre d'idées, 
d'appeler f'x la fonction génératrice ou primitive, et fx 
la fonction dérivée, au lieu d’appliquer ces dénomina- 
tions en sens inverse, comme l’a fait Lagrange, guidé 
en cela par des considérations de pure algèbre. 

Du reste, ces remarques ne concernent pas exclusi- 
vement les grandeurs douées d’une existence physique : 
en géométrie pure, les grandeurs continues ont aussi 
ou peuvent avoir leur mode naturel de génération, par 
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le mouvement de certains points, lignes ou surfaces ; et, 
en pareil cas, on trouve le même avantage à saisir di- 
rectement la loi des variations infinitésimales, de la- 
quelle résulte la loi des variations à l’état de grandeurs 
finies. 

En résumé, la méthode infinitésimale est mieux ap- 
propriée à la nature des choses : elle est la méthode di- 
recte, au point de vue objectif; et c’est pour cela que 
l'algorithme de Leibnitz, qui prête à cette méthode le 
secours d’une notation réguffère, est devenu un si puis- 
sant instrument, a changé la face des mathématiques 
pures et appliquées , et constitue à lui seul une invention 
capitale dont l’honneur revient sans partage à ce grand 
philosophe. D'un autre côté, le concept de l’infiniment 
petit ne peut se définir logiquement que d’une manière 
indirecte, par l'intermédiaire des limites ; de sorte qu’au 
point de vue logique et subjectif, la rigueur démons- 
trative appartient directement à la méthode des limites, 
et indirectement à la méthode infinitésimale, en tant 
que celle-ci devient, à l’aide de certaines définitions de 
mots, une pure traduction de la première. La consé- 
quence de ce double fait, c’est qu'on ne peut se dispen- 
ser de mettre en évidence, dans les cas les plus simples, 
l'identité des résultats des deux méthodes; mais qu’une 
fois cette traduction bien comprise, il convient de s’a- 
bandouner à la méthode infinitésimale, qui seule peut 
conduire à la solution des questions compliquées, par la 
suppression de tout échafaudage inutile. 

Quoique la méthode des limites ait certainement toute 
la rigueur logique désirable, le concept sur lequel elle 
repose ne semblait pas encore assez rigoureusement dé- 
fini aux géomètres de lantiquité, habitués aux subtli- 
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tés de la dialectique grecque, et qui cherchaient tou- 
Jours à réduire le nombre des concepts immédiats, en 
tirant le plus grand parti possible du principe d'identité 
ou de contradiction sur lequel repose la démonstration 
logique. En conséquence, ils substituaient à la méthode 
des limites Le procédé si connu dans les éléments, de la 
réduction à l’absurde ou de lexhaustion : procédé le 
plus indirect et le plus compliqué de tous; celui, par 
conséquent, qu’on est forcé d'abandonner le plus tôt, 
quand on s'élève graduellement des questions les plus 
simples aux questions plus complexes. 

Il y aurait à tirer, du rapprochement de ces diverses 
théories mathématiques, des inductions précieuses pour 
l’étude générale des opérations et des lois de l’entende- 
ment; mais ce serait faire, dans le champ de la philoso- 
phie pure, une excursion incompatible avec le but es- 
sentiel de cet ouvrage. 

90. Les différences infiniment petites dx, dy , dy, 
dy, ...... se nomment plus brièvement des diffé- 
rentielles. Les rapports 


AIS CON AE Y 
RE CLEE EHS ONE Eh RENE 
dont nous avons fait voir l'identité avec les fonctions 


dérivées y’, y”, y’, quand la différentielle dx est 


constante, et avec les fluxions Ÿ, MMS quand ja 
fluente x varie ou s'écoule uniformément avec le temps, 
ont été nommés, par M. Lacroix, les coefficients dif- 
férentiels de la fonction y, et l'on fait maintenant un 
usage fréquent de cette expression. L'ordre d’un coeffi- 
cient différentiel est celui de la différentielle et de la 
fonction dérivée correspondantes. 

Difjérenitier une fonction, e’est passer de cette fonc- 
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tion à sa différentielle : la branche de l'analyse qui a 
pour objet la différentiation des fonctions se nomme 
le Calcul différentiel. 

On appelle équations différentielles celles qui ont 
lieu entre la variable indépendante, la fonction qui en 
dépend , et les dérivées ou les coefficients différentiels de 
cette fonction. L'ordre d’une équation différentielle est 
celui du coefficient différentiel de l’ordre le plus élevé 
qui entre dans cette équation. Ainsi 


SEA MATE ou f(x ÉUURRE d)=° 
est une équation différentielle du premier ordre ; 


dy 
J(x:7,739)=0, où 1C Pr Le) 


est une équation différentielle du second ordre; et 
ainsi de suite. 


9 


b1. La différence finie æ — x, est la somme des in- 
créments infiniment petits que la variable indépendante 
a reçus successivement, en passant de la valeur x, à la 
valeur + : de même la différence finie y — y, est la 
somme des incréments infiniment petits ou des éléments 
différentiels 

ONE) LOUE 

par l’accession successive LE la fonction a passé 
de la valeur y, à la valeur y; ces éléments peuvent d’ail- 
leurs être de même signe que dx ou de signe contraire 
[30 |, selon que f'x prend une valeur positive ou né- 
gative. 
_ On écrit en conséquence 


FRITES 4 fx.dx, (3) 


N 
fx —f% | fi RUE, 
TJ Lo 


ou 
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le signe J étant regardé comme l’abréviation du mot 


somme où summa ; et l’on dit que 


J | Pax.dx 


est l'intégrale de la différentielle f x. dx, entre les lr- 
Des Ten (ie 
En d’autres termes, si l’on prend 
LT —X, 
RES TRES 
| n 


la somme 
fa Ar +f (x + AT). AR f (x, H2Ax).Ar +... 
+ f{[atH(r+Hi)ax ].aAx 
convergera vers la limite 
fa— fr, 
quand on prendra le nombre z de plus en plus grand, 
ou quand Ax convergera vers Zéro. 

52. L'équation (3) montre qu'il ne suffit pas d’assi- 
gner la fonction f’x pour déterminer complétement la 
fonction y dont fx est la dérivée, ou dont f’xdx est la 
différentielle : il faut en outre assigner explicitement ou 
implicitement Ja valeur de la fonction y correspondant 
à une valeur déterminée de la variable indépendante, ce 
qui rentre tout à fait dans le principe déjà connu. 


[31 et 39]. 


(*) Leibnitz employait toujours le terme de somme, dont le signe 
J'est l’abréviation; celui d’intégrale a été proposé par les Bernoulli. 
Voy. OEuvres de Leibnitz, t. IT, p. 326. 

C’est un usage peu ancien que celui d'écrire en indices, au haut 
et au bas du signe /, les valeurs des limites supérieures et inférieures 
de Pintégrale, c’est-à-dire, les valeurs de la variable indépendante 
entre lesquelles la sommation ou l'intégration s'effectue : cette nota- 
tion très-commode a été proposée par Fourier, et on l’a aussitôt gé- 


néralement adoptée. 
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Il suit de là : 1° que, si l’on peut découvrir, par un 
moyen quelconque, une fonction fx qui jouisse de la 
propriété d’avoir pour dérivée f’x, on aura, pour des 
valeurs quelconques des limites x,, x, la valeur de lin- 
tegrale 


fi 'adafe fe: 
Ja +c 


C désignant une constante arbitraire, est l’expression 


29 que 


sénérale des fonctions qui ont pour dérivée f’x. En 
conséquence, on qualifie d’entégration indéfinie l'opéra- 
tion par laquelle on remonte de la dérivée f’x à l'ex- 
pression générale des fonctions dont elle est la dérivée , 
ou de la différentielle f'xdx à l'expression générale des 
fonctions dont elle est la différentielle, et l’on indique 
cette opération par le signe /, sans désignation de li- 
mites. Ainsi l’on écrira 
ff'adx=fx+c, 
ou bien 
Je f'xdx= fx + const. ; 
et l’on dira que lexpression 
fx + const. 
est l’entésrale indéfinie de la différentielle f'x dx. 

Par opposition, on appelle sntéorales définies celles 
qui sont prises entre des limites indiquées, et que n’ac- 
compagne plus la constante arbitraire inhérente à linté- 
grale indéfinie. 

53. Le Calcul intégral, que l’on peut considérer 
comme l'inverse du calcul différentiel, a pour objet la 
détermination des intégrales, indéfinies et définies, On 
comprend à la fois, sous la dénomination de Calcul in- 
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finitésimal, le calcul différentiel et le calcul intégral. 

Le calcul infinitésimal , en tant qu'il a pour objet de 
démontrer, à l’aide d’un langage et d’un algorithme 
particuliers, les relations générales qui subsistent entre 
les fonctions et leurs dérivées des divers ordres, ren- 
ferme ce qu'il y a de plus important dans la théorie des 
fonctions, et se confond en quelque sorte avec cette 
théorie , dans l’état de la science ; mais il faut pourtant 
distinguer, au point de vue rationnel, le calcul qui 
n’est qu'un instrument , d'avec la théorie à laquelle on 
l’applique. 

Il ne faut pas identifier non plus la méthode infinité- 
simale (méthode que l’on avait déjà appliquée avant 
Leibnitz et que l’on applique encore dans les parties 
élémentaires de la géométrie et de la statique) avec 
l'algorithme différentiel imaginé par Leibnitz, en vue 
des applications de la méthode infinitésimale à la théorie 
des fonctions. 

L'usage apprendra que cet algorithme , malgré ses 
avantages généraux, n'est pas exempt de quelques im- 
perfections , inhérentes au mode d'écriture, et qui ne 
tiennent pas au fond de la méthode infinitésimale. Dans 
certains cas, l’algorithme de Lagrange est plus commode, 
et alors les analystes ne font aucune difficulté de l’em- 
ployer, tout en se servant plus habituellement de la 
notation leibnitzienne. 

54. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, 
que la fonction n'éprouve point de solution de conti- 
nuitée , résultant de ce que cette fonction ou ses dérivées 
des divers ordres passent par l'infini, ou passent brus- 
quement d’une valeur finie à une autre. En effet, dire 
que la fonction y éprouve une solution de continuité du 
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premier ordre, c’est dire que, pour une variation infi- 
niment petite dx, la variation correspondante dy a une 
valeur finie ou infinie: infinie si y passe par l'infini , 
finie, si y passe brusquement d’une valeur finie à une 
autre ; et dans l’un et l’autre cas il n’est plus permis de 
traiter dy comme un infiniment petit du même ordre 


que dx. Pareillement , si la fonction y éprouve une solu- 
2 


tion de continuité du second ordre, dy” — _ est une 


quantité finie ou infinie «, et la différentielle seconde 
dy —=adx nest plus un infiniment petit du second 
ordre, négligeable vis-à-vis des infiniment petits du 
premier ordre, et ainsi de suite. Donc toutes les for- 
mules auxquelles on est parvenu en employant la diffé- 
rentielle dy et en la traitant comme un infiniment petit 
du premier ordre, cesseront en général d’être exactes, 
si la fonction y éprouve une solution de continuité du 
premier ordre ; toutes celles qui ont exigé l'emploi de 
la différentielle seconde dy, traitée comme un infini- 
ment petit du second ordre, cesseront aussi en général 
être exactes, non-seulement lorsque y éprouvera, 
dans les limites de l'application des formules , une solu- 
tion de continuité du premier ordre, mais lors même 
qu’elle ne subirait, entre les mêmes limites, qu’une 
solution de continuité du second ordre ; et ainsi à l'infini. 
Toutes les fois que des valeurs infinies de dy corres- 
poudent à des valeurs infiniment petites de dx , le coef- 


Po er iii, OM ie. 
ficient différentiel 7 devient infini; mais la réciproque 


n’est pas vraie généralement ; ce qui revient à cette re- 
marque déjà faite, et rendue évidente par la considéra- 
tion des courbes [35|,que la dérivée y’ peut passer pour 
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l'infini sans que la fonction y cesse d'être finie. En re- 
gardant d’ailleurs dy comme la limite de la valeur de 
Ay tirée de l’équation 
AY 
NP LEE EE 
2 AT 1 


on conçoit que la limite du produit de deux facteurs, 
dont l’un _ converge vers l'infini, et l’autre Ax con- 
verge vers zéro, peut être l'infini, ou une quantité finie, 
ou même zéro. Dans les deux premiers cas 
dy — 110 dx 

est une quantité infinie ou finie, et la fonction y éprouve 
une solution de continuité du premier ordre ; mais dans 
le troisième cas dy reste une quantité infiniment petite, 


et y n’éprouve qu'une solution de continuité du second 
2 


ordre. De même , si dy” — me. passe par l'infini, le 
2 
coefficient différentiel du second ordre = devient à plus 


forte raison infini; mais l'inverse n’est pas générale- 
ment vrai, et ce coefficient différentiel ou la dérivée 
correspondante fx peut passer par l'infini, sans que 


dy LT cesse d’être une quantité infiniment petite 
du premier ordre, et par conséquent sans que dy cesse 
d'être une quantité infiniment petite du second ordre ; 
auquel cas y ne subit qu'une solution de continuité du 
troisième ordre. 
L’équation 
ee LOC?, 
et celle qui s’en déduit [br] 


r—r= [| f’xdx , 
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cessent d'offrir un sens quand la différentielle dy passe 
par lPinfini, pour des valeurs de x comprises entre les 
limites de l'intégrale : ce qui suppose, d’après ce qu’on 
vient d'expliquer, non-seulement que f ‘x devient infinie, 
mais encore que le produit fx dx conserve une valeur 
infinie. Cependant, si fx désigne une fonction dont la 
dérivée soit f’x, de manière qu’on ait l'intégrale indéfinie 
NÉE + C, 


on en conclura | 
S'—Se =fX —f% ) 


pour l’équation d’une courbe dont la courbe dérivée 


aurait pour ordonnée > — fx, et qui serait en outre 
assujettie à passer par le point (x,, y,), mais dont l’or- 
donnée y passerait par linfini, pour des valeurs de 
l’abscisse comprises entre x, et x. L'expression fx —fx, 
représenterait encore la différence des ordonnées y, 7, 
mais ne représenterait plus la somme des valeurs de la 
différentielle dy — f'x dx , entre les valeurs x, , æ dela 
variable indépendante. Nous reviendrons par la suite 
sur des exemples de ce cas exceptionnel , déjà présente 
sous une autre forme [35], et qu'il suffit de rappeler ici. 

5. Par la même raison, nous nous contenterons 
d'indiquer rapidement la forme que prennent les théo- 
rèmes généraux sur les fonctions dérivées, démontrés 
dans le chapitre précédent, lorsqu'on y adapte la méthode 
et les notations du calcul infinitésimal. 

1° Si l’on pose 

| Du HV) + w H.elcs 

u, v, w, etc., désignant des fonctions d’une même va- 
riable indépendante x, on a évidemment, en passant 
aux différentielles , 


dy = du + dv + dw + etc. 
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Ainsi la différentielle d’une somme de fonctions est la 
somme de leurs différentielles, le mot de somme devant 
être pris dans son acception algébrique. On en conclut 


d LNRAËD du dv dw 

++ 

dx — dx dx dx 

équation qui est l'expression du théorème sur les fonc- 
tions dérivées , démontré directement au n° 39. 


ae EUR 


On a inversement 


fs pur = Î, udr+ [| vdx + f'sd + etc. 


ce qu'on énonce en disant que l'intégrale définie du une 
somme de fonctions est la somme de leurs integrales 
définies , entre les mêmes limites. 

Il est permis d'établir la même identité entre les in- 
tégrales indéfinies, et d'écrire 
: à PUR hs udx a crie ji dr + etc. (4) 
Pour l'intelligence d cette dernière DE admet- 
tons qu on ait trouvé sépar ément 


frdx—Fx+0, fudx = fx Loc,  fodx fix + ce ; 
fox =, x + 0c,,etc. , 
GC AC Ielc , désignant des constantes arbitraires : 
Lee la RME (4) il faudra qu'on puisse , par un 
choix convenable de la constante €, établir l'identité 


Fr H C—=fr+e+fx + c+f,x+ ec, + etc., 
quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes 
M Cor Cioieit 

2° La différentielle du produit de deux fonctions est 
la somme des produits qu’on obtient en multipliant cha- 
cune des fonctions par la différentielle de l'autre. En 
effet l’on a 
d.uv = (u+ du) (v+4+ dv) — uv, 
d’où, en développant, et en négligeant Pinfiniment petit 
4 Nan à De F7 
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du second ordre du dv vis-à-vis des infiniment petits du 
premier ordre, 


d'.uv—=vdu+Æudy. (5) 
Si l’on passe aux coefficients différentiels , il viendra 


-d.uv du dv 
at au? 
ce qui est l'expression d’un autre théorème sur les fonc- 
tions dérivées , contenu dans l'équation (D) du n° cité. 
On met l'équation (5) sous la forme 
ANDRE dv 


UV u V 
et l’on en conclut facilement 
d.uvw ..... du dv dw : 
RS CORNE PEAR ARE SR NOTCE (6) 
UVWe. u Ÿ ra 


Si u est un nombre constant a, du devient nul, et lon 


a simplement 
d.av = ad». 


Inversement on aurait 


T T 
jf avdx = à ff vdx, 
&, Lo 


J'avdx = a fvdx { 
cette dernière équation étant interprétée comme la for- 
mule (4). 
Soit 
604 A LE AN AE OL 
l'équation (5) prendra la forme 


faux —4x.v xdr + ox. V'rdr, 


et 


d’où 
ox.Vrdx —=f'xdxz—Ÿx.pxdx, (7) 


et en intégrant 


1h ox. dx de=fa—fe,— [vx OUT 
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ou bien 


p A 
1 OT. dx An DT. Ux OL, UT —f. dx : px dx. (8) 
De cette manière, l'intégration de la fonction ox. Ÿ'x dx 
a été ramenée à l’intégration de la fonction dx dx (ce 
qui fait connaître la fonction 4), et à celle de la fonc- 
tion x. »'x dx : lune et Pautre intégration pouvant 
dans beaucoup de cas s’opérer plus simplement que celle 
de la fonction proposée. Ce procédé , dont nous verrons 
que l’on fait le plus fréquent usage dans le calcul inté- 
gral, est connu sous le nom d'intégration par parties. 

Si l’on prend les intégrales des deux membres de l’é- 
quation (7), sans égard aux limites , 1l viendra 

f QE  V'x dx = fx — fox .OXAx, 
ou 
fox. WTAE ON LE — fox 9 AOL eo) 

Il serait inutile d'ajouter une constante arbitraire à 


l'intégrale du terme fx dx, parce qu’elle se confond 
avec la constante arbitraire qui accompagne nécessaire- 


ment l'intégrale indéfinie JA Wx .ow'xdx. Par ce moyen, 
chaque membre de l'identité (9) est censé accompagné 
d’une constante arbitraire, de façon que l’on puisse 
toujours disposer de la valeur de l’une des constantes 
pour établir l'identité, quelle que soit la valeur numé- 
rique assignée arbitrairement à l’autre constante, comme 
nous l'avons expliqué au sujet de la formule (4). 
3° Soit 


L' 


LE QUE D ee 
u 
il viendra, par l'équation (5), 
d.uv — vdu r udr — rdu le 
dv = =, ouûwûd@-——. (10) 
7 u u? 
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Dans le cas der —1,ona 
I du 
d————. IT 
en LAC 


56. Nous avons, dans tout ce qui précède, traité 
y comme une fonction immédiate de la variable indé- 
pendante x : si x était elle-même une fonction de la 
variable {, et qu’on eüt à la fois 

M RAA ot A 
la différentielle dx cesserait d’être constante et serait 
donnée par léquation 
AE TU 
d’où l’on tirerait 
dr =f'aottadt, 
ou bien , en passant aux coefficients différentiels , 
dy PEN es do 
de X HA TT Re FL 
équation qui est l’expression de la règle pour la dériva- 
tion des fonctions médiates, déjà établie | 4o |. Il n’y 
a aucune difficulté à la généraliser , en supposant un 
nombre quelconque de variables intermédiaires entre 


yet cé. 
57. Si l’on différentie les deux membres de l’équation 
spa 
=— me , 


en cessant de considérer la variable x comme indépen- 
dante, et par suite sa variation comme uniforme, ou dx 
comme une quantité constante, on aura , ‘en vertu de 
la formule (10) où l’on fera r — dy, u = dx, 
PS dy dx — dy dx 
AS dx? ? 
et par suite 
». dy. ydx—dy dx 
MT dx LR 
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Quand xet y seront donnés en fonction de la variable 
indépendante # par des équations de la forme 


To, Y — (TA 
on en tirera 


Ut Vd'odt di AO, 

DT 0 MUR OR 7e Vi Loti 
Après qu'on aura substitué ces valeurs dans la for- 
mule (12), dts’en ira comme facteur commun aux deux 
termes du rapport, et l’on retombera sur l’équation (4) 
du n° 41. 

On trouverait, au moyen de calculs semblables , les 
formules par lesquelles les dérivées supérieures y”, y", 
etc., s’expriment en fonction des différentielles 
NEO RP, dr cer sd ci ux as 
quand on cesse de regarder la différentielle dx comme 
constante : mais, pour effectuer commodément ces cal- 
culs , il convient de s'être familiarisé avec l’application 
des règles du calcul différentiel aux fonctions algébri- 
ques , application qui doit faire l’objet du chapitre sui- 
vant. 

Pour revenir au cas où la variable x est traitée comme 
indépendante, on fera dans l'équation (12) dx — 0, et 
l’on retombera sur la formule 
am 
MEHR LÉ 
comme cela doit être. Si l’on veut au contraire prendre 
y pour variable indépendante, on posera dy — 0, et 


il viendra 
1 dx [dy\ 
HET 


formule identique avec l'équation (e) du n° cité plus haut. 


4 
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET 
TRANSCENDANTES. 


98. Nous avons passé en revue, dans les deux cha- 
pitres précédents, les principes généraux de la dériva- 
tion ou de la différentiation : principes applicables à des 
fonctions quelconques, et indépendants des procédés 
particuliers par lesquels on parviendra, suivant les cas, 
a découvrir les valeurs des dérivées ou des différentielles 
d’une fonction proposée. Ces principes subsistent , soit 
qu'on ne puisse assigner numériquement les valeurs des 
dérivées ou des coefficients différentiels que par ap- 
proximation |44|,et séparément pour chaque valeur de la 
variable indépendante, comme c’est le cas à l'égard des 
fonctions empiriques, qui ne sont données que par une 
table; soit qu’on puisse comprendre dans une formule 
mathématique les valeurs exactes des coefficients diffé- 
rentiels pour des valeurs quelconques de la variable in- 
dépendante, comme nous allons voir que cela a lieu à 
l’égard des fonctions algébriques et des transcendantes 
qui nous sont connues. 

En vertu des principes généraux que l'on vient de 
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rappeler [5 et suiv.|, le problème de la différentiation 
des fonctions algébriques, logarithmiques, exponen- 
tielles et trigonométriques, est ramené à la différentia- 
tion des trois fonctions élémentaires suivantes : 

1° y — x", en supposant à l’exposant 77 une valeur 
quelconque. 

2° y — log x, ce qui donnera la différentielle de la 
fonction inverse x — « (a désignant la base des loga- 
rithmes), ou, par une permutation de lettres, la diffé- 
rentielle de la fonction exponentielle y — a“. 

3° y — sin x, d'où l’on déduit les différentielles des 
autres fonctions trigonométriques, et des arcs qui en 
sont les fonctions inverses. 

Quand on saura différentier ces fonctions élémentai- 
res, la règle pour la différentiation des fonctions mé- 
diates donnera les différentielles des fonctions complexes 
quelconques, susceptibles de s'exprimer explicitement 
par les signes usités en algèbre et en trigonométrie. 

99. Occupons-nous d’abord de la fonction x”. En 
premier lieu, si l’exposant 72 est un nombre entier po- 
sitif, l'équation (6) du n° 55 donnera, après qu'on y 


AU A RAD ST 0 = D N ONE 
dx” DE 
AAA À 

ou DL EmE NN dE: (a) 


4 


Si mn est égal à une fraction positive G , p et q dési- 

P 
gnant des nombres entiers positifs > On posera «1 — 2, 
d'où x? — z1, et en différentiant d’après la formule (a), 


pda to Ar ds. 


On tire de là 
p 
q 


de =dxi=t.s ce dx , 
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en sorte que la formule (a) est démontrée pour toutes 
les valeurs positives et commensurables de 72. Suppo- 
sons que 72 ait une valeur négative et égale à — 7, n 
désignant un nombre positif commensurable : on aura, 


en faisant & — x" dans l’équation (11) du n° 55, 
L dx" 

dx"=d, = ——nx"" dr=max"— dx, 
L'A x’? 


au moyen de quoi la formule (a) se trouvera démontrée 
pour toutes les valeurs commensurables de l’exposant 2, 
tant positives que négatives. 

On est fondé à en conclure qu’elle subsiste aussi 
pour les valeurs incommensurables de 77. En effet, ad- 
mettons qu’on ait, dans le cas de l’incommensurabilité 


de 7», 

d' 

A ES MAT ONE QE" 
et soit 72’ un nombre commensurable qui pourra diffé- 
rer de 72 d'aussi peu qu’on voudra. Désignons en outre 
par x,, x, deux valeurs de x séparées par un intervalle 
fini, et choisies de manière que la fonction o x ne 
change pas de signe dans lintervalle, ce qui est tou- 
jours possible : on aura 


Li Li 


d'où 


, ( ! n l_ymn'— L 
x — Poe —( LE LA is mx M— 1: ; dx — m x"! LI dx 


Mais la différence 7? — 7n' convergeant indéfiniment 
vers Zéro, les quantités 
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rt L'1 Lx je 

js mamzdr—"T| m'a"—.drx— (ma m'a") d2 
Lo «7 Lo To 

1 indéfini ro : d il faut 

convergeront aussi indéfiniment vers zéro : donc ii fau 


que l'intégrale définie 


[ ox dx d 


qui ne dépend pas de 77’, s'évanouisse d'elle-même; et 
comme les limites de l'intégrale ont été choisies de ma- 
nière que o x ne change pas de signes entre ces limites, 
il faut que la fonction © x soit nulle, pour chaque va- 
leur de x. s 


On doit remarquer deux valeurs particulières de mn 
qui se présentent fréquemment dans les applications, 


les valeurs + et — : : on a 
dx 
ÉE dx I 
DATE = d. a 2f 
2 Lx Lx 21% 2 
60. La formule (a) donnant pour y — x", 
di 
= m A (de 
on en tirera par une seconde différentiation 
dy 
nm a) are 
dx? ( ) 2 
et en général 
d'y 
—— = IN (M—1)(m—2)..,....(M—1 PAPER 
AE D Cr dun) 


<s 


Si l’exposant 72 est un nombre entier positif, le coef- 
ficient différentiel de l’ordre »2 se réduira au nombre 
constant 

m(m—r1)(m—2)...... SR NE 
par conséquent le coefficient différentiel de lordre 
m + 1 et ceux des ordres supérieurs seront nuls. Cette 
propriété qui appartient au monôme x”, quand 77 est 
un nombre entier positif, appartient aussi à toute fonc- 


t06 LIVRE IL — CHAPITRE I. 


tion algébrique entière et rationnelle de x, puisqu'on 
peut toujours développer une fouction de cette nature 
en une suite finie de monômes 
A” + Br” + Cx? + etc. , 
m, R, p,.... étant des nombres entiers positifs. Si 72 
désigne le plus haut exposant, il est clair, d’après ce 
qui précède, que le coefficient différentiel de l’ordre "2 
de la fonction dont il s’agit se réduira au nombre cons- 
tant 
Am(m—1)(m—2)...... Er LE 

et que les coefficients différentiels Êie ordres supé- 
rieurs s’évanouiront. 

61. Pour trouver la différentielle de la fonction trans- 
cendante 

y los x; 

nous emploierons directement la considération des li- 
mites. On a 


lo (es) lo 147) 
Ay _ log(x+Ax)—logx  P\ x) 1 s( z 
AE 0 Az ET Ax Tia AT à 


TX 


AX 4 , ; , 
Le rapport —— converge indéfiniment vers Zéro en 
x 


même temps que Ax, tant que æ n'est pas nul : de 


sorte que, pour avoir ce il ne s’agit que d’assigner la 
F 
limite vers laquelle converge 
HER) nee k (1 +e )e , 
(A 


et par conséquent la limite vers laquelle converge le 
nombre 


CEE), 20 
quand le nombre € converge indéfiniment vers zéro. 
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Or, on pourra toujours satisfaire à la condition de 
faire converger indéfiniment vers zéro le nombre e, en 
posant 


et en prenant pour z un nombre entier positif de plus 
en plus grand. La formule du binôme donnera 


2e fn==1\n—2)"T 
(: LE “jee ne huit Re 1)(r En 
Lou n r,255 n 
Hin=a)nte n-vH1)1 n(n-1)(n-2)..…..{[n-(n-1)| T 
| ni Nara) pi 1 pren) nette] 2 
ID OMAN LS n” DEN FREE RE / n 


ou bien 


Cr) Ce CC 
REPARTI EEE 
RL GET e 


Tous les termes de cette suite, à partir du second, 
vont évidemment en décroissant de valeur : nous disons 


de plus qu’on peut toujours prendre n et v assez grands 
pour que, si l’on arrête la suite au terme 


RE —; — 3 —(5)G 2). (ie a) 


la somme des termes négligés tombe au-dessous de 
toute grandeur donnée. 


En effet, cette somme est plus petite que 
I I I 
1:2.9....V{v+-1) 13.30 10-2) | ENT ATPA 
et & fortiort plus petite que 


I I 


I . 
EU RO htm 
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donc, à plus forte raison encore , elle est moindre que 
la somme de la série 
I TH die Le I I 


I 
LHC PM me 5e reves pe etc. , 


prolongée à l'infini, laquelle est égale à 


et tombe au-dessous de toute grandeur donnée, pour 
une valeur convenable de v. 

Après avoir arrêté la suite (7) au terme (v), si nous 
prenons pour z un nombre de plus en plus grand, la 
valeur de cette suite convergera indéfiniment vers celle 
de la suite 

I I 

Donc la limite vers laquelle converge le nombre (E), 
pour des valeurs de « de plus en plus petites, sera don- 


née par cette dernière suite avec une approximation 


I I 
LEE + 
I 1.2 


d'autant plus grande que l’on aura pris pour v un 
nombre plus grand et qu’elle comprendra plus de ter- 
mes. Donc, si l’on désigne par e, selon l’usage généra- 
lement reçu, la limite dont il s’agit, il viendra 

I I 


A De 0008 


e—1+ + Le + etc. , (e) 


I 
112.314 
le second membre de l’équation étant une série prolon- 
gée à l'infini, et convergente en vertu dela règle du n° 26. 

D'ailleurs la série 
RQ I 
1:92 T:b:0 nr 110790 


—+ etc. 


a tous ses termes plus petits que ceux de même rang 
dans la série 


I I I 
di SM TES 
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qui est cenvergente et a pour somme l'unité. Donc la va- 
leur de e est comprise entre 2 et 3. 

62. En prenant la somme des 14 premiers termes de 
la série (e), on trouve 

GA2)71 828 MA 26 ALVINANNE 

Si l’on n’avait calculé que les neuf premiers chiffres de 
la partie décimale de e, le retour accidentel de quatre 
chiffres dans le même ordre aurait pu porter à croire 
que le nombre e s'exprime par une fraction décimale 
périodique, et conséquemment qu'il a une valeur com- 
mensurable. Mais cette induction serait trompeuse; et, 
en effet, supposons que e puisse être égal à la fraction 


i : ; + 
commensurable 5 en sorte qu'on ait 


ue I I 
pie ui 
2 1310 


Het - + etc., 


I 

RE NREUTES 
um, y désignant des nombres entiers, on en conclura, 
en multipliant tous les termes par le produit continu 
Dar 1. y. 


1.2.3... (v—1) pu [22.3.4....v + 3.4...v + 4.0 +. 1] 
1 


I " 
de 
vHr  Gæ+i)(+2) (41)6+2)(+8) 

La somme de la série qui forme le second membre 
de l’équation précédente devrait donc être un membre 


—+- etc. 


entier , positif ou négatif, tandis qu’elle est positive et 


: J ; ÿ 
moindre que — qui est la somme de la série 
ÿ 


I I I 
Re) em CT 

On démontre aussi, mais moins simplement , que 
toutes les puissances du nombre 6, à exposants ration- 
nels , sont irrationnels, en sorte que e ne peut être la 


110 LIVRE II. — CHAPITRE I. 


racine d’une équation algébrique binôme, à coefficients 
rationnels. 

On entend par nombres transcendants ceux qui ne 
peuvent être les racines d’une équation algébrique quel- 
conque, à coefficients rationnels. Il y a tout lieu de croire 
que le nombre e, comme le nombre + avec lequel nous 
verrons qu'il a une étroite affinité, sont des nombres 
transcendants, bien que ce caractère négatif n'ait en- 
core été ripoureusement établi ni pour lun ni pour 
l'autre nombre. 

63. L’équation 

e — lim. (x 4e 

n’a été démontrée que sous la condition d’assujettir le 
nombre « à converger vers zéro, en passant par une 
série de valeurs positives; car la formule du binôme, 
sur laquelle nous nous sommes appuyé , quoique subsis- 
tant pour des valeurs quelconques de l’exposant 2, comme 
la suite le fera voir, n’est ordinairement démontrée dans 
les éléments que pour des valeurs entières et positives 
de ». Afin de s'affranchir de cette restriction, on peut 
poser 


Dee 


IL +- 2) { 

de manière que € s’évanouisse en même temps que e, 
et qu'à des valeurs négatives de & correspondent des 
valeurs positives de &”. Il en résultera 


Li 


MÉPUr rA ane 
et par conséquent 


dim. ( 1e) Hrs( x 1480) Meme 
en sorte que la limite sera la même, quel que soit le 
signe de e. 
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dx 


64. Donc, quel que soit le signe de Toona 


PORT dx 
se A ou dy — Es 


“1 désignant le logarithme de x dans une base quel- 
conque, et le logarithme de e se rapportant à la même 
base que celui de «x. 


«loge, 


Par conséquent, si l’on prenait précisément le ADS 
transcendant e pour base des logarithmes, on aurait 
simplement 

: MU 
ay == a 

Les logarithmes dont la base est e sont ceux qu'on 
a appelés pendant longtemps logarithmes naturels ou 
hyperboliques, et que M. Lacroix a proposé de nom- 
mer logarithmes répériens, du nom de Neper, inven- 
teur des logarithmes , qui avait été effectivement conduit 
à considérer le nombre e comme la base naturelle 
des logarithmes, ainsi que nous l’expliquerons tout à 
l’heure. 

Mais immédiatement après la publication de la dé- 


couverte de Neper, en 1614, Henri Briggs, professeur de 


mathématiques à Oxford, comprit l'avantage que l’on 
trouverait dans les calculs numériques, à prendre pour la 
base des logarithmes la base même de notre numération 
décimale. Il en conféra avec Neper, à qui la même idée 
était aussi venue, et en 1624 parurent les premières ta- 
bles de logarithmes calculées par Briggs dans ce système, 
et que l’on nomme pour cette raison, tantôt logarithmes de 
Briggs , tantôt logarithmes vulgaires ou tabulaires; mais 
dans les branches supérieures des mathématiques le 
signe og. désigne toujours les logarithmes naturels ou 
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népériens, à moins qu'on n'avertisse du contraire, et 
nous nous conformerons à l’usage reçu. 

Il est d’ailleurs évident que l’on peut passer, des lo- 
garithmes calculés pour une certaine base, aux loga- 
rithmes calculés pour une base différente, en multi- 
pliant les premiers par un facteur constant. Désignons 
généralement par log, les logarithmes calculés dans le 
système dont la base est a, et soient 

y log, ri logs at 
on aura inversement 
Éemeir LUR LS PR rt LU 
d’où l’on tire, en prenant maintenant les logarithmes 
dans un système quelconque, 
‘rlog'a ="Ylogb 
ou 


Si y désigne le logarithme népérien et Y le loga- 
rithme vulgaire du nombre x, on aura 
Yvonne, 
le logarithme de € étant pris dans le système vul- 
gaire dont la base est 10. Ce nombre, par lequel il faut 
multiplier les logarithmes népériens pour avoir les lo- 
garithmes vulgaires correspondants, se nomme le /10- 
dule. Nous verrons plus tard comment on peut en cal- 
culer commodément la valeur. 
65. Puisque l'équation | 
dé UE 10, 22 
qui équivaut à 
es m4 AN 
donne 
dy = e loge, 


réciproquement on aura 
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dx ts 1 3 log à ; 


ou 
I 


- à dy, 


Loi 
log, e 


ou bien enfin, en remplaçant y par x, d'après l'usage 
où l’on est de désigner par x la variable indépendante, 


d:a — Dar uLe 
log, e 
On a d’ailleurs 
log e 
log, e log a 5 


les logarithmes qui entrent dans le second membre de 
cette équation étant pris dans un système quelconque, 
par exemple, dans le système vulgaire, ce qui donne 


log a 
d.&#=—=; LE 0 PTE Le 
og'e 
= 


et par suite | 
dé = e UT; 
ou bien encore 
die 0, à 
a Gi 
Ainsi, le coefficient différentiel du premier ordre de 
la fonction 7—e*, et par suite ses coefficients différen- 


tiels ou ses fonctions dérivées de tous les ordres, sont 


identiques avec la fonction primitive. Cette propriété ca- 
ractéristique et extrêmement remarquable nous donne à 
l'avance la raison du rôle important de la fonction expo- 
nentielle e* et du nombre e lui-même dans la théorie 
des fonctions. 

Posons, pour abréger, 


: log a 
V — NAT 
EE , y añ% 
il viendra 
dy v. 
dieu NE 
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ou, suivant la notation de Newton [42], 


LE Ni 


TL 
et l’on sait de plus que, pour æ—o, la fluente y est 


égale à 1. 

Si donc on imagine deux points Ë, n (Jig. 28), dont 
le premier se meuve sur la droite OX avet une vitesse 
ou une fluxion constante, et dont l’autre se meuve sur 
la droite O’Y avec une vitesse proportionnelle à sa dis- 
tance au point fixe O”, de manière à se trouver en À, 
à l'unité de distance du point O’, quand le point 6 est 
en O; si enfin l’on admet que la vitesse constante du 
point & est prise pour unité, et que la vitesse variable 
du point n est égale à V quand il passe par le point À, 
les distances variables O €, O'n représenteront en chaque 
instant les valeurs des variables x, y; ou, en d’autres 
termes , la fluente OË sera, dans le système de loga- 
rithmes dont la base est &, le logarithme du nombre 
représenté par la fluente Or. 

Quand on prend la vitesse V égale à l’unité ou à 
la vitesse constante du point Ë, ce qui est la supposition 
la plus naturelle où la moins arbitraire que l’on puisse 
faire, OË est le logarithme naturel ou népérien de Or. 

C’est précisément de cette manière que Neper a conçu 
les logarithmes; et il doit passer pour le précurseur de 
Newton dans l'invention de la théorie des fluxions, de 
même que Kepler et Cavalleri peuvent être considérés 
comme les précurseurs de Leibnitz dans la théorie des 
quantités infinitésimales. 

Il est très-digne de remarque que, contrairement à 
la marche ordinaire des inventeurs, Neper ait défini im- 
médiatement la fonction logarithmique par son carac- 
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tère essentiel et éminent, au lieu de partir de ces pro- 
priétés secondaires par lesquelles on définit encore les 
logarithmes dans les éléments, et qui sont la base de 
leurs applications vulgaires. 

66. La différentielle de la fonction logarithmique nous 
a donné celle de la fonction exponentielle : il est bon de 
remarquer qu’elle donnerait aussi, de la manière la plus 
simple, celle de la fonction x”, l’exposant 72 ayant une 
valeur réelle quelconque, positive ou négative, commen- 
surable ou incommensurable. En effet, de 

EEE 
on tire 
log y = m log x, 

et en différentiant 


donc | 
AUS à AIS a 
dy = m 3 DE mA dx, (a) 


Mais alors la démonstration de cette dernière formule 
suppose celle de la formule du binôme, au moins dans 
le cas d’un exposant positif entier : celle que nous avons 
donnée en premier lieu n’est pas soumise à la même 
condition, et peut servir aû contraire à établir la for- 
mule du binôme, comme la suite le montrera. 

Réciproquement, la formule (a) étant démontrée, on 
en déduit la dérivée de la fonction logarithmique. Dési- 
gnons en effet par ox la fonction log x et par ox sa 
dérivée inconnue : on aura 

p(2) = mex, 

et en différentiant conformément à la règle de diffé- 


rentiation des fonctions médiates, 


À d.x" 
op (z"\. = M © X 
(As LE 
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ou bien, en vertu de l'équation (a), 
LR EE To à 
Cette dernière équation ne peut subsister , pour des 
valeurs quelconques de x et de mn, qu'autant que xo'x 
se réduit à une constante dont on obtient la valeur en 
faisant »m—0 dans le premier membre. Si donc on dé- 


signe par # cette constante égale à ®’(1), il viendra 
pr =), tou d. log æ=— ES 
Z “ z 


ce qui peut servir à retrouver tous les résultats précé- 
demment obtenus. 
67. Passons maintenant aux fonctions trigonométri- 


ques, et posons d’abord 
ÿ —=sin ri 
nous aurons, en employant encore directement pour cette 
fonction transcendante la considération des limites , 
A sin(t+Ax)—sinx sin +AxT 
Ay __sin(x+ az) sir ) ul donc 2 *Cos(x ++ AZ ). 


Le facteur cos (x++Ax) a pour limite cos x, lors- 
que Ax converge vers zéro; quant au facteur 


+ AX 
il a pour limite l’unité. En effet, de l'identité 
sin € 


COS 
tang € 


il suit que le rapport du sinus à la tangente a l'unité 
pour limite, quand l'arc converge vers zéro : d’ail- 
leurs, en vertu d’un principe de géométrie bien connu, 
la longueur d’un arc est toujours comprise entre celle du 


sinus et celle de la tangente ; donc, à fortiori, le rapport 
Sin € 


ÊË 
a l’unité pour limite. 
Donc 


—— = COS Z, 
r 
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ou 
de sin x cos. da.) 
On trouverait directement, par un calcul tout à fait 
semblable , 
d.cosx = — sin x. dx ; (c) 
d’ailleurs , si lon pose 


cos Ææ —sInz, 
TE 
d'où 


il viendra 
d.cosx = d.sinz—=coszdz; 
el comme & 
dz—=— dx, cos z=sin x, 
on retombe par cette voie sur l'équation fe} 
Les différentielles du sinus et du cosinus nous don- 


nent celles des autres fonctions trigonométriques. Ainsi 


l'on aura 
sin x cos x d. sin ? — sin x. d.cos x 
d,tang.x = d. = = PQ 
COS Æ cos? x 
(cos x + sinx) dx _ dx 
+74 COS’ x Trcos x 
et par des calculs analogues, 
dx 
d,cotr—=—-——, 
sin°Z 
td sin x dx 
ds SC = —, 
COS? Z 
; cos x dx 
d. coséc x = — —— 
sin x 


La fonction y—sin x ayant pour différentielle 
dy —cos x dx V1 y. dx 
on aura inversement. 
dy 
1—Y 
: dy 
d. arc sin y= rdc 3 
| Comet À 


dx = 


ou 


3 
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ou bien, en changeant y en x, afin de désigner toujours 


par x la variable indépendante, 
dx 


d AT SIN Le Ru =, 
I — xX° 


On trouverait de la même manière 


dx 
d'. arc cos x = — ; 
I—ZX° 
dx 
d'.arctangx = ——, 
| 1 +4 ZX° 
dx 
d.arc cot x = — ——— : 
LEE 


Pour linterprétation de toutes ces formules, il faut 
concevoir que, le rayon du cercle étant pris pour unité, 
les sinus et cosinus sont des fractions positives ou néga- 
tives dont la valeur numérique est comprise entre zéro 
et 1. Quant aux arcs, ce sont des nombres nécessaire- 
ment rapportés à la même unité métrique que les sinus, 
cosinus, tangentes, etc., sans quoi il n’y aurait point 
d'homogénéité dans les formules, et la relation d’où nous 
sommes parti, 


\ sin € 
lim . 


= I, 


n'aurait aucun sens. Il faudra donc que les arcs soient 
mesurés, non point par le nombre de degrés qu’ils con- 
tiennent, mais par les rapports de leurs longueurs à 
celle du rayon prise pour unité. Si un arc était exprimé 
en degrés sexagésimaux par le nombre X”, on aurait le 
nombre x qui doit être substitué dans les formules, par 
la proportion 
1002 20%): +: T, 

où + désigne, comme à l'ordinaire, la longueur de la 
demi-circonférence dont le rayon est l’unité. 

Si l’on prend pour unité angulaire la seconde sexagé- 
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simale, comme cela se pratique dans les calculs de pré- 
cision, et si l’are est exprimé en secondes par le nombre 
X”, le nombre x se déterminera par la proportion 
6480001 MEN Pi) hrs 
d’où 
at X 
NU 206264,81... 
On a souvent besoin de connaître la valeur en degrés 


de l’arc pour lequel x=—=1, ou dont la longueur est égale à 
celle du rayon du cercle. Cette valeur est h7°17"44"81 
—20626/”,81 . É 
On tire des équations (b) et (c): 
&. sin x d .cos x 
= Snt, — 5 — — — C0 à ; 


ainsi, les deux fonctions y=—sin x, y—cos x jouissent 


dx 


d'une propriété commune et fort remarquable, expri- 
mée par l’équation 


dy SUR AU 
de? 5 
De là on conclut immédiatement 
di, sin x 1 di ,.cos x 
nr —+snz, us Se AR 
di+:,sin x ei di+1cos x ; L 
D TU oO TRUE = Sin Z , 


les signes supérieurs ou inférieurs devant être choisis 
selon que le nombre entier £ est pair ou impair. 

68. Les exemples suivants suffiront pour indiquer la 
marche à suivre dans la différentiation des fonctions 


complexes. 
Soit proposé de différentier : 
11 ARE bd)". 
On fera AT END 4, 
d’où 


RAS n ss n--1 a ani — 1 : 
PT NT I RATE UIR AE dat, 
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et enfin Fe 
dy == mna (arr 0 x TE dx 
o Peas . 
2 y — log. sin x. 
On posera SIT LIU 
d’où 


(72 
Y— log u Are Si du — cos x dx , 


et finalement 


d 
gp, 
tang æ 
3° #—10® fx + re 


On emploiera deux variables intermédiaires 
u—= x EVIL a, v— 1 + x, 
ce qui donnera 


du dv 
dy = —, du = dr + =, dv —=22x4z, 
(2 2 UD 
et après toutes réductions, 
dx 
AVE 
VAT 
4° ét 1 | 
AS Fa 4 12 
L 7 —o7rr cos x +r 
On posera 
! a 
U—= 7 — 277 COS X +r?, 
d’où 
I du ; 
YV=—=, dy = ——— ,du—= 2rrsin x dx, 
Lu DU 


et par suite 
rr' sin x dx 


d es UT Te M 
4 (r — 2 rr' cos x + 7°} 


Le 
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CHAPITRE IL. 


COMPARAISON DES TRANSCENDANTES LOGARITHMIQUES, 
EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES. —— FORMULE DE 
MOIVRE ET NOTIONS SUR LA THÉORIE DES SECTIONS 
ANGULAIRES. 


$ 1°. Comparaison des transcendantes logarithmiques, expo- 
nentielles et circulaires. 

69. Dans le chapitre qui précède, on a donné les 
règles pour la différentiation des fonctions exponen- 
tielles, logarithmiques et circulaires, qui sont les seules 
fonctions transcendantes que l’on considère dans les par- 
ties élémentaires des mathématiques; mais ce sujet de- 
mande à être étudié plus à fond et sous des rapports 
divers, parce qu’il sert de fondement aux calculs de lPa- 
nalyse supérieure. 

Nous avons vu que Neper était parti d’une relation 
équivalente à l'équation différentielle 


dy 
ME UE (a) 


pour définir la fonction exponentielle 
| J=*); 
ou la fonction logarithmique qui en est l'inverse, 
Hector re 

En effet, cette équation différentielle , jointe à la con- 
dition que x s’évanouisse pour y—1, caractérise essen- 
uellement l’une et l’autre fonction transcendante, en 
fixant la loi très-simple d’après laquelle ces fonctions 
varient sans discontinuité. Les définitions élémentaires 
qu'on donne des, logarithmes en arithmétique et en 
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algèbre, n’en sont que des conséquences , et n’expriment, 
par comparaison, que des propriétés secondaires de la 
fonction logarithmique. ; 

Il est facile de se rendre compte, d’après la forme de 
l’équation (a), du rôle que doit jouer la fonction expo- 
nentielle dans l'expression d’une foule de phénomènes 
naturels, et notamment de ceux qui pourraient se clas- 
ser sous la dénomination générique de phénomènes d’ab- 
sorption ou d'extinction graduelle. Que lon se repré- 
sente un corps mû dans un milieu résistant qui lui 
enlève sans cesse une partie de sa vitesse. La résistance 
du milieu, ou l’absorption de vitesse dans un instant 
infiniment petit, dépend évidemment de la vitesse du 
corps : elle croît avec cette vitesse, s’'évanouit quand la 
vitesse est nulle, reste très-petite quand la vitesse est 
très-petite, et, par conséquent [5|, pour de très-petites 
valeurs de la vitesse, est sensiblement proportionnelle à 
la vitesse du corps en chaque instant. On a donc une 


équation de la forme 
. dy 
= — k 
dt PS 
y désignant la vitesse supposée très-petite, £ le temps, 
et # un certain coefficient constant. Or, cette équation 
se change en 


dy 
—— 1 
dx 
quand on pose x—=—/#t; et si l’on prend pour unité la 


valeur de y au moment où l’on a {—0, ou 4—v, il ré- 


sultera de cette dernière équation 
É 


z log y. 


Va HT IOUÉ Si — 


Un raisonnement semblable s'appliquerait à l'extinction 
progressive de la lumière et de la chaleur dans des mi- 
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lieux absorbants, aux déperditions de chaleur et d’élec- 
tricité par le rayonnement des surfaces ou par le con- 
tact d’un milieu ambiant, et à tous les phénomènes 
analogues. 

70. Suivant la notation des intégrales définies que 
nous avons fait connaître [51], on peut écrire 


V dy 
IOUY — , 
2. 
ou 
Tdt 
log æ — ere 
“MOT 


La fonction logarithmique n'est donc qu’une inte- 
grale définie , et nous l'avons qualifiée de transcendante, 
non-seulement parce qu’on n’a pas pu jusqu'ici l’expri- 
mer algébriquement, mais parce qu’en effet, comme on 
le démontrera plus tard , elle ne comporte pas” d’expres- 
sion algébrique, explicite ou implicite. Cette considéra- 
tion doit nous mener dans la suite à regarder les inté- 
grales définies comme constituant de nouvelles fonctions 
transcendantes , toutes les fois qu’elles ne peuvent pas 
s'exprimer algébriquement, ou par d’autres transcen- 
dantes déjà définies. | 

Le nombre transcendant e est ia valeur qu'il faut as- 
signer à la limite supérieure de l'intégrale, pour que la 
valeur de cette intégrale soit égale à Punité; ou, si l’on 
veut, c’est une constante déterminée implicitement par 
équation transcendante 


€ dx 
— ET Ï . 
Le FF 4j 


71. Supposons que l’on cherche une fonction or, 
telle qu’on ait, pour toutes les valeurs de x et de 2, 
pr + pz — y (x2). (8) 
En faisant dans cette équation z—0 , on en tirera 
ex +4 (0) —# (0) ; 
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en sorte que, si ® (0) avait une valeur finie quelconque, 
ox serait nulle pour toutes les valeurs de x. Donc la 
fonction cherchée éprouve une solution de continuité 
P 
pour 4—0. 
Faisons dans la même équation z—1, nous aurons 
ox +o(i1)—=#9(x) , ou (1) — 0. (.) 
On peut différentier l'équation (b) par rapport à x et 
par rapport à z, en y considérant successivement x et z 
comme variables, ce qui donnera, d’après les règles 
déjà exposées, 
! SES: ! ! RS. ! 
gær—zy (xt), 9 z—xe"(xz), 
et par conséquent 
COM 30: 

Donc la fonction o est telle que le produit x 9x ne dé- 
pend pas@de x , et qu'on a 

LD EE CR à 
Æ désignant une constante quelconque, ou 

HER 

Cine eme ET |) 

dx T 

et puisque la fonction ox doit se réduire à zéro pour 
æ=1, on conclut de cette dernière équation 


z dx 
eæ—k f = log . 


Effectivement , l'équation (b) exprime la propriété qui 
sert de base à l’usage vulgaire des logarithmes; et nous 
aurions pu, comme on vient de le voir, partir de cette 
équation , ou de la propriété qu’elle exprime , pour 
trouver la différentielle de la fonction logarithmique. 

72. Soit une autre fonction Y caractérisée par l'é- 
quation 

Yr.Yz—=Y(x+z), (oc) 
d'où l’on tire, en faisant z—0, 


RO (ce) 
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Si l’on différentie l'équation (c) par rapport à x et par 
rapport à 2, il viendra 
Va Ve=ÿ (ete), We. Ve = V(x+s), 


et par suite * 
Yæ __ 'z 
Yx  Ÿz 
Ainsi, l’on doit avoir 
x dyx 
ee ; NT — ax, 


(71 désignant une constante quelconque que nous suppo- 
serons d’abord réelle. Or, nous savons par ce qui pré- 
cède que la fonction de x qui satisfait à cette équation 
différentielle et à la condition 4 (o}—1 , est 
De Nr 

et, en effet, l'équation (c) n’est que la traduction de la 
règle fondamentale du calcul des exposants; en sorte 
que nous aurions pu partir de cette équation pour trouver 
directement la différentielle de la fonction exponentielle. 

Supposons maintenant que la constante « soit imagi- 
naire, ou de la forme «4-61; : la fonction dx sera 


elle-même [17] une quantité imaginaire de la forme 
Jx + fx Vi. 
En effet, l'équation 
d.Yx —=(a+Bl/—x) px dx (d) 
peut être remplacée par 
A.pa—(a+Bl 5) yzar, 
avec une approximation d'autant plus grande que l’on 
prend pour Ax une fraction plus petite. Ainsi, à cause 
de Ÿ(o}—1, si lon prend, par exemple, Ax—o0,001, 
cette valeur de A x étant regardée comme une quantité 
très-petite du premier ordre [44 et 45], on aura, en né- 
gligeant les quantités très-petites du second ordre, 
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Y (0,001) — 1 + 0,001 (a+ 8 L7—_ 1) } 

Y (0,002) = Î[r +o,oor (a+ 8 L'ÉXPTES 

Ÿ (0,003) — [r + o0,001(a + 8 Prin ; 

“etc. , 
et toutes ces valeurs de la fonction Ÿ sont réductibles à 
la forme 

+ v LARTT 
Comme l'erreur commise par la substitution d’une dif- 
férence finie Ax à la différentielle dx peut être indéfini- 
ment atténuée, 1l s'ensuit, non- IE qu il existe 
effectivement une fonction 
vx —fx + frl Rire 

jouissant de la propriété de satisfaire aux équations (c) 
et {c,), et par suite à l'équation (d), mais encore que 
les fonctions réelles fx, fx, qui entrent dans la compo- 
sition de 4x, peuvent être calculées numériquement, 
pour une valeur quelconque assignée à x, avec une ap- 
proximation indéfinie. 

À cause de l'équation (c,), on a 

110) 0100) 10 PRIE: 

et il vient, en vertu de l'équation (c), 
(fx+fx Ver) (fz + fz Vi) —=f{x+2) + f(x +2 à ; 
d’où l’on conclut 

fx fe —fx. fz—f(x+4z),] Cf) 

fa. fz+fx.fz—f(x+z),( : 
formules dont les conséquences seront développées tout 
à l’heure. 

Puisque l’équation (c) n’est que la traduction de la 
règle algébrique pour le calcul des exposants, il s’en- 
suit que nous pouvons désigner par e“*, même lorsque 
la constante a est imaginaire, la fonction Ÿ x qui jouit 
de la propriété de satisfaire aux équations (c) et (co) : 
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car, bien que l'on ne puisse pas élever un nombre à une 
puissance imaginaire , et qu’ainsi l'expression e*, quand 
ax est imaginaire , n'indique pas une opération arith- 
métique possible, exactement ou par approximation, 
cependant , lorsqu'on appliquera les règles du calcul 
algébrique à une telle expression, on se conformera à 
la nature de la fonction Ÿ qu’elle représente , et l’on 
arrivera nécessairement à un résultat exact. 
73. La fonction transcendante 
yi—-A$in æ 
ayant la propriété de satisfaire à l'équation différentielle 
dye=i60s mx JS) 
ou 
dy=V"i-y . dx, (g 
on peut faire abstraction de la signification géométri- 
que attachée à la fonction y, et la caractériser par la 
double condition d’être nulle en même temps que x et 
de croître avec continuité suivant une loi exprimée par 
l'équation (g'). On peut aussi envisager la fonction in- 
verse comme une intégrale définie, et écrire 


arc sin y = Do 2 
V I—Y 
ou en changeant de lettre 


IT 


arc sin Æ —= ——_——— 
1—27 


if fe 
en sorte que le nombre transcendant x sera déterminé 
par l'équation 
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Les équations (9) et (2') coïncident pour les valeurs 
de y comprises entre —1 et +1, ou pour les valeurs 
de æ comprises entre — + 7 et +27; mais quand x vient 


Li 
à 


à dépasser + x, il faut, d’après ce que la trigonométrie 
nous enseigne sur le changement de signe du cosinus, 
remplacer l’équation (2°) par 

dyJ—=—Vi1-ÿy . dx.  (g') 

En effet, il est impossible que l'équation (£’) subsiste 
pour des valeurs réelles de y, après que la variable x, 
réputée indépendante et dont par conséquent rien ne 
gêne l'accroissement continu, vient à dépasser la valeur 
pour laquelle y—1 : car alors l’accroissement dx étant 
positif, et le radical] 5}? étant pris positivement, 
dy serait positif, d’où il résulterait que y dépasse la va- 
leur 1, et qu'ainsi le radical [572 devient imagi- 
naire; ce qui ne peut arriver sans que dy et par suite y 
prennent des valeurs imaginaires. 

74. Mais, pour démontrer directement que l’on doit 
passer de l’équation (2°) à l'équation (2°), sans rien em- 
prunter à la trigonométrie, ni dans cette démonstra- 
tion , ni dans la définition de la fonction y , considérons 
deux fonctions fx, fx, déterminées simultanément par 
le système des deux équations différentielles 

d'. fr fr detMao 
LS de rt AU CRU) 
jointes aux conditions 
HOEO 7/0) —1}. MAIL) 
On tirera de ces équations 
rade tc-Ljr d'fr=—=0, 


sd. [(x) + (fx Ÿ]—o; 
et de là on conciut 
(HrŸ +(fe) = 0, 


ou 
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C désignant. un nombre quelconque, indépendant de x. 
Mais les équations (z,) donnent 


(fo) fo} x; 
(eye (Er 


Cela posé, tant que fx passe, pour des valeurs crois- 


donc 


santes de +, de la valeur o à la valeur 1, d.fx est po- 
sitif ainsi que dx : donc fx est positif en vertu de l’é- 
quation (4), et l'on a 

fr = V'i—-(fx) . 

Désignons par : x la valeur de x pour laquelle on a 
fx — 1, et par suite fx —=o. En vertu de l’équation 
(j), d. fx est négatif, et fx va en décroissant, pour des 
valeurs croissantes de x, tant que fx est positif, donc, 
pour des valeurs de x plus grandes que 5 7, fx, après 
avoir passé par zéro deviendra négatif, et sera égal à 

Vie. 

Donc fx croîtra et décroitra symétriquement en decà 
et au delà de sa valeur maximum f(£x) = 1, de sorte 
qu'on aura | 

f(ir+z)—=f(ir—3z). 
Par conséquent 
f(r)=f(0o)—0,f(r)=—1. 

La variable indépendante x venant à dépasser la va- 
leur +, et fx étant négatif, d. f x sera négatif et fx 
continuera à décroitre en prenant des valeurs négatives. 
Or, comme fx ne change pas de valeur pour des va- 
leurs de fx numériquement égales et de signes contrai- 
res, il en résulte encore que l’on a 

f(r+z)—=—f(r—2), 
et par suite 
f(ir)—=—f(2r)=—1,f(ir)—= 0. 
Lorsque x aura dépassé la valeur 27, fx redevien- 
AA 9 
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dra positif, f.Z recommencera à croître algébriquement 
en passant par des valeurs numériques de plus en plus 
petites; et par la raison déjà indiquée il décroîtra et 
croitra symétriquement, en deçà et au delà de sa va- 
leur mnimum (27) ——1,de facon qu’il viendra 
f(ir+z) —{f(ir—z2) , 
et enfin 
Pb les tin )OM/) PT) ER 

En ce moment, les valeurs de fx et de fx redeve- 
nant ce qu'elles étaient pour x —0, f (x) repassera par 
la même série de valeurs également espacées, et l'in- 
tervalle de la période sera égal à 2x. 

On discuterait de même la marche périodique de la 
fonction jf, et l’on étendrait cette discussion aux va- 
leurs négatives de x. 

Ainsi, la règle pour le changement révolutif des si- 
ones des sinus et cosinus, qui n’était établie en trigono- 
métrie que par induction, et par la vérification des for- 
mules lorsqu'on les étend, d’après cette règle, aux arcs 
plus grands que le quadrant, ou même plus grands 
qu'une circonférence entière, dérive en effet de la loi 
de génération de ces fonctions, abstraction faite de 
toute signification géométrique attribuée à la variable 
x et aux fonctions qui en dépendent. 

75. Considérons la fonction 

WT = COS x + sin r. Vs nt: 
la différentiation donnera 
War —=— sin r 4 60s x VIT = ME ; 
ou 


dx 
We LE PE 


D'ailleurs, la fonction 4x se réduit à l’unité pour 
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æ=— 0:donc [72] la fonction 4x peut se représenter 
par e “V=1, et l’on a cette formule fondamentale 


eTV=r — cos + + sinx.V—+r. (A) 

Il est bien évident en effet que les fonctions cos x, sin x 
jouissent des propriétés qui doivent appartenir aux 
fonctions / x, fx, en vertu des équations (e) et ( f). 

En changeant le signe du radical dans l'équation (A), 
on aura 

EN ECO sit | ET, 

d’où l’on conclut 


eV reel eV 
COS EE 


2 
VE ep VTT (B) 
2 pie, ; 


Ces formules, sans cesse employées dans l’analyse, ont 


sin Æ — 


été publiées pour la première fois par Euler, qui les 
attribue à son maïître Jean Bernoulli. 

On exprimeràit de même en exponentielles imaginai- 
res toutes les autres fonctions trigonométriques ; par 


exemple : 
I EM hSe IVET I e?? VESTE I 
ang = ——: ee Ê 


VU ErV—r Le TV V—r eV: + x (4) 


76. L’équation (A) donne encore 
æV/—:—log (cosx +sinx. VTT); 
et si l’on fait x —25r, & désignant un nombre entier 
quelconque, positif ou négatif, on en tirera 
10820 ST VE. 

Ainsi, la signification des exposants imaginaires, et 
par suite celle des logarithmes imaginaires étant fixée, 
il en résulte que l’unité a une infinité de logarithmes 
imaginaires, en outre du logarithme réel zéro corres- 
pondant à — 0. Il faut aussi en conclure qu'un nombre 


9. 
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positif quelconque a une infinité de logarithmes imagi- 
naires ; car, en vertu de l'équation identique 
DONC 

on aura 

log a —(loga) + log 1 —(loga)+2irV/—;, 
(log a) désignant le logarithme réel de a. 

On trouverait de la même manière 

log (—r)—(2i+1)rV/— x, 

log (—a)—(log a) + log(—1)—(loga)+(2i+1)r V5, 
et cette formule montre que tous les logarithmes des 
nombres négatifs sont affectés d’imaginarité. 


Enfin l’on aurait 
RE Se mn 


log CRD er nas VAS 1 
log (— V5) — Eh 


valeurs qui restent imaginaires, quel que soit . 

Il n’y a pas, dans l’analyse mathématique, de fait 
plus remarquable que cette liaison inattendue qui s’éta- 
blit, comme une conséquence de l’emploi du signe al- 
gébrique V/—1, d'une part, entre les fonctions expo- 
nentielles et les fonctions trigonométriques, d’autre 
part, entre les logarithmes et les arcs de cercle : c’est-à- 
dire entre des fonctions si diverses de nature et d’ori- 
gine, tant qu’on ne remonte pas à la loi qui régit leurs 
accroissements différentiels. 


$ 2. Formule de Moivre et notions sur la théorie des sections 
angulaires. 


77. De l'équation (A) on déduit, en désignant par 
n un nombre entier positif, 


PV ET — cos nx + sin nT.V/—x, 


THÉORIE DES SECTIONS ANGULAIRES. [SS. 


et par conséquent 
(cos x + sin æ. V1)" —= cos nx+-sin 2x. V1. (C) 

Cette équation se décompose en deux autres, comme 
toutes celles qui renferment à la fois des termes réels et 
des termes imaginaires. Ainsi, pour 2 — 2, on trouve 
(cos”x—sin* x+4-2 sin xcosxr. 1”: —cos2x+sin 2%. V1, 
ce qui équivaut aux deux équations bien connues : 

sin 24 — 2 Sin æ# COS, 
COS 24 —= COS2Z — SIN°Z . 
Le même calcul donnerait, pour ñn—3, 
sin 3x — 8 cos’ x — sin°x, 
cos 3x —= cos? x —3 cos x sin°z. 

Afin de généraliser ces résultats , nous remarquerons 
que l'équation (C) donne, par le changement de signe 
du radical, 

(cosæ—sinx. V5} —cosnæx—sinnx. VX, 
ce qui conduit aux expressions 
(cosæ+ sin x. 1/1)" + (cosæ— sin x. 1/5 }" 
0 ? 
ju __(cosx +-sinx. Kent (ces æ—sin t.V/—31)? 
RALAT 

En développant les puissances par la formule du bi- 
nôme , on fait disparaitre les imaginaires , et il vient: 
n(n—1) 


COS ZX — 


COS LX —= COS" X — cos"? x sin° x 


1.2 
in 0) 5 
ar mm LEE cos" {x sinéxæ— etc. , (D) 


ts 2,002 


n(n—1)(n —2) 


sinnT—7nCOS"— xsiInx— cos"—xsinr+-etc, (E) 


122.0 
Ces deux formules ne comprennent qu'un nombre fini 
de termes, toutes les fois que z est un nombre entier 
positif, comme nous le supposons ici. 
= 78. Soit, pour la simplicité du calcul, 
COS Z + sinx V/—1—U,COS x —sinr V/—r =», 
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d’où 
UV— I, U +4 V2 COS X, U—V—2 Sin x V/—:: 
la formule du binôme donne, toujours dans le cas d’un 
exposant Z entier et positif, 


n(n—1) MES 


n 
(2cosx P'=(u+o) = ut + ut + À ee dpi + 2" 
I 1.2 
. \ 
ou bien, à cause deu v—1, 
n n(n — 1 
(2cosx) = ut + -u MIE 0 Lee RU NE a 
I 1.2 


ss... + — Her 9) k) di +T ons pan, 
12 


Mais on a d’ailleurs 
Wu — cos ax + sinnxV/—r, 2"—cos nx— sinnx V/— x: : 
donc 
1. 


(2 cosx)"—cosnx+4n cos(n—2 747 D ET (a—4)t +... 


n(n—1) 
1.2 


cos(n1—4)x + n cos(n—2)x + cos nx 


+ V5 [sinre+nsin(e—)e + singe. 


n(n—1) 


PR ne sin(n__4)x—nsin(n—2)x—sin ne | . (m) 


La partie réelle du second membre est formée de 
termes tous égaux deux à deux, à l'exception du terme 
moyen , dans le cas où z est pair : par la même raison, 
la partie imaginaire est formée de termes qui se dé- 
truisent deux à deux, le terme moyen s’évanouissant 
de lui-même si 7 est pair. Ainsi l’on a, pour les valeurs 
paires de 7, 


(2c05x)"— [cos nx+-n MAT). 7 
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et pour les valeurs impaires de cet exposant, 


(a cos x)"— 2 cos ALH-N COIN —2)x + Le MD eos ( n—À)x.….. 


nr—)( =) 
2 


+ ——" cosx |. (F, 


1.2.3...) 


On trouve de même, selon que 7 est pair ou impair, 


1:2 


(21/5 ,.sinx) =(u—v)=u"— nu" v+ 


—uù"—n PLU md) : ls A0 +0" 
1.2 
—=COSAX—NCOS(n— 2e +20 Deoc(n—{}r nie 


A COS (7—2)x + cos nx 
VO [sinre—nsinqn—2}e+ "00 SIN(7—4)t—....... 
= 2nsin(n—s)æpsinne | NE CTRE) 


Dans le cas où À est pair, la série qui multiplie Lx, 
dans le dernier membre de léquation, s’'évanouit comme 
précédemment ; les termes de la partie réelle s’accou- 
plent, à l'exception du terme moyen, et l’on a 


1} (sine) =2| cos ncos(r —2)2+- nee Se ne —4)x—.... 


n(n—1)…… " nçu=a}(2+s) 
4e PA. 
ana Eh LEE TE 75 à 0 OH 
AD AE Ju (—) ADS Ne DAS 
2 2 
formule dans laquelle il faut prendre les signes supé- 


. . j 12 . Ê . 
rieurs ou inférieurs selon que — est pair ou impair. 
n 


Dans le cas où n# est impair, c’est la partie réelle du 
dernier membre de l’équation (#7), dont les termes se 
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détruisent deux à deux,et la partie imaginaire dont les 
termes s’accouplent. Après qu'on a divisé de part et 
d'autre par |, il vient 


Pot n je 
(—) 2 (asinæ) und) [sinnæ—nsin(u—2}e4 #0 sin(r—4)x—. 
1.2 


ue (T) 


2 


2x nn 
1.23... ) 
2 


79. La formule (C), due à Moivre, et qui porte le 
nom de ce géomètre, fournit immédiatement l’expres- 


ST dl 


sion des racines des équations de la forme 
Æ'EI=O, 
auxquelles on sait que peuvent se ramener toutes les 
équations binômes. 
Prenons d’abord l’équation 
x'—1=0, (n) 
et posons 
ZX =COSY + sinp.V"=_:: 
. cet angle © devra être déterminé de manière à satis- 
faire à l’équation 
COS Ap+H+Sinnp.lV/ 1 —=1I, 
qui se décompose en deux autres 
COS 29 —I , Sin Zp—0O, 
auxquelles on satisfait simultanément si l’on prend 
21T 
(9) FAI et par conséquent 


21T , Air 
ÆLZ=COS— +- sin 
n 


£ désignant un nombre entier quelconque. 
Il est clair que lorsqu'on attribue à z les x valeurs 


n 


entières 
O0, EX, 2, 33 ee MTIRE ques 
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on a autant de valeurs différentes pour x; tandis que , 
si lon attribue à z des valeurs entières, soit négatives, 
soit positives, mais numériquement plus grandes que 
n— 1,on retombe sur des valeurs de x déjà obtenues. 
Ceci résulte de la formule 

cos | 2(Æn+4-r)r cos (as 27:) N'RCDS 


sin 


2FT 
TA 2 


(2 


sin n sin 

où r désigne un nombre entier, positif et plus petit 

que 2, et Æ un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif. 

Le nombre des racines distinctes données par la for- 

mule (p) est donc le même que ‘celui qui exprime le 


degré de l’équation (2), conformément à la théorie des 
L2 


équations algébriques. 

La valeur : — 0 donne la racine réelle += 1, et si 
est pair, auquel cas — 1 est une autre racine réelle de 
l’équation, cette racine correspond à Ja valeur =". 
Toutes les autres valeurs de z donnent des racines ima- 
ginaires. 

On sait qu’une équation algébrique à coefficients 
réels a toutes ses racines imaginaires conjuguées, de 
manière que le produit de deux racines conjuguées 

œHBV 5, a—$ LV x 
est une quantité réelle positive «+82. La formule (p) 
satisfait à cette condition ; car on a 


2(n—r)r Are Re 
COS ———— —cos —, sin 
n n 


2(n—r)r . 27% 
—  — 6] — 2 

72 
de façon que la racine imaginaire donnée par la valeur 
I——rse conjugue avec celle qui correspond ALERT, 
On peut donc exprimer toutes les racines de l'équation 
(2), ou toutes les racines de l'unité, par la formule 
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QT 


. 2Èr dx À 
Se SU 


= COS br 
2 n 


dans laquelle on n’atitribuera à z que les valeurs entières 
cri : ï F7 SR 
de o à — inclusivement si » est pair, et de o à 
2 2 
est impair. 


Si 7 


Les facteurs réels du second degré, qui sont le pro- 
duit de deux facteurs imaginaires conjugués , se trouvent 
compris dans la formule 


Cette proposition, à ie on peut donner facilement 
un énoncé géométrique , est connue sous le nom de 
Théorème de Côtes. 
L'équation 
Z'+I1—=0o 
donne lieu à des formules analogues que l’on obtient en 
écrivant dans celles qui précèdent 2541 au lieu de 24. 
Réciproquement, toutes les fois que l’on saura ré- 
soudre algébriquement une équation binôme 
Han en) Nec M 
c’est-à-dire exprimer ses racines imaginaires par un Sys- 
tème de radicaux algébriques , on aura une expression 
algébrique des lignes trigonométriques 


sin | 27% sin | (22+1)x 

cos nr ? cos | DL AANT ? 
et en particulier des lignes 

2T 27T 
sin DT COB PER 
Donc, si ces racines imaginaires s’expriment par un 

système de radicaux du second degré, que l’on puisse 
construire avec la règle et le compas , comme on l’en- 


seigne dans les éléments de la géométrie analytique , on 
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pourra construire avec la règle et le compas le sinus ou 
le cosinus de l'arc qui est la »° partie de la circon- 
férence, et, par conséquent, diviser géométriquement 
( dans le sens des anciens) la circonférence en » parties 
égales. On voit par là comment ce problème, si célèbre 
chez les géomètres grecs, se rattache à la théorie de la 
résolution algébrique des équations, qui elle-même se 
lie étroitement à la théorie des combinaisons et à celle 
des nombres. Mais ce n’est pas ici le lieu d’insister 
sur ces rapprochements très-curieux, qui intéressent 
plutot la philosophie des mathématiques que leur appli- 
cation aux autres sciences positives. 

80. On résout, à l’aide des tables trigonométriques, 
non-seulement, comme on vient de le voir, les équa- 
tions binômes , mais encore les équations trinômes de 
la forme 

g—oaz +b—o; (q) 
car, si l’on en tire pour z* une valeur réelle, elles se 
ramèneront immédiatement à des équations binômes du 
degré nr; et dans le cas contraire, où l’on a «2 <b, on 
pourra poser 


2R T7 a 
Sara Re h COs, À 
? VD ? 


À désignant un are plus petit que le quadrant : au moyen 
de quoi l'équation (g) prendra l’une des deux formes 

a— 2 x COS} HI—O, (9) 

x Hat" Cos À Frot) (g,) 

Admettons que ce soit la première, et posons 
A = COS ? + sin ®. V/_ 1 ; 
la valeur de l'angle o devra satisfaire aux conditions 
COS 2 719 — 2 COS n9 . COS À + 1 — O0, 
sin 279 — 2sin 79. COS À — 0; 

et elle y satisfera effectivement si l’on prend 
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Nc RATER 
COS A0 == COS où ES PT = 
? ee It < 
. de. . e . 
& désignant un nombre entier quelconque. Ainsi les 2% 


racines de la proposée sont données par la formule 


2T À . Dir ÆÀ 


L—= COS —— + Sin —— . x, 
2 n 


dans laquelle on attribuera successivement à z toutes les 
: valeurs entières, de o à »—1 inclusivement. Les facteurs 


réels de l'équation (g,) sont représentés par la formule 


à Soir HÀ 
LX'— 2X CO ————— + I. 
n 


Il faudrait remplacer dans les formules précédentes 
at par 25+ 1, afin de les adapter à la résolution de lé- 
quation (g,). 

81. Lorsque dans la formule de Moivre 

(cosx + sinx.V”/—1) — cos 7x + sin nx.V/—r (C) 
on attribue à x des valeurs entières, chaque membre 
de l’équation ne comporte qu’une seule valeur, et l’appli- 
cation de la formule n’exige aucune remarque nouvelle; 


mais Si l’exposant n est une fraction rationnelle À que 


lon doit toujours supposer réduite à sa plus simple 
expression, le premier membre de l'équation comporte, 
d’après la théorie des racines de l'unité, 4 valeurs dis- 
tinctes que l’on obtiendra en multipliant successivement 
le second membre par les racines de l’unité, du degré g. 
Or, d'après ce qui PARGRE ces racines sont je 
par la formule 


2iT 
COS — + sin —T.W—x. 
q q 
Donc, pour que dans ce cas la formule de Moivre ac- 
quière la généralité qu’elle doit avoir, il faut écrire 


21 


(cos 4-sine. ni cosbe+ sin. CUT sn. À 
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Æ +-21r . PL HOIm Lu 
CUS RD PEN HAS FRITS Ir 
q 
En outre, puisque p est un nombre entier, premier 


avec q , on peut remplacer # par pr, ce qui donnera cette 
formule plus élégante 


É P 
COS X +- sin x. = }= cos? (x+ air) + sin 2 (æ + air) NAT 
| ! q 


dans laquelle on attribuera à z toutes les valeurs en- 
tières , de o à g—1 inclusivement, 

"82. Les formules (D), (E), (F,), (F,), (G,), (G,), qui 
servent à transformer les sinus et cosinus des multiples 
d’un arc en puissances des sinus et cosinus de l’arc sim- 
ple, ou réciproquement, doivent recevoir des modifica- 
tions analogues lorsqueles indices des puissances sont des 
nombres fractionnaires; et ce point délicat de la théorie 
des sections angulaires a été mis dans un grand jour par 
l’intéressant mémoire que M. Poinsot a publié en 1825, 
sous le titre de Recherches sur l'analyse des sections 
angulaires. Voici quelques explications à ce sujet, que 
l’on pourra laisser de côté à une première lecture, comme 
étant moins essentielles que ce qui précède. 

Soit 


Dr—cosnxr+ncos( (e-s)e + MD) cos(n-4e + etc. 
(D 

Yr=sinnx + nsin(r—-2)x+ D np +- etc. 

la formule (#7) deviendra 

(20e RP NÉ LATE 

et cette formule pourra être censée établie, d'après les 

calculs du n° 78, pour des valeurs quelconques de l’ex- 

posant », si l’on admet que la formule du binôme sub- 

siste pour des valeurs quelconques de l’exposant : ainsi 
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que cela se prouve dans la plupart des traités d’algèbre, 
indépendamment de la démonstration par le calcul dif- 
férentiel , qui doit être donnée plus loin. 

Quand x est un nombre positif entier, la fonction x 
est nulle; la fonction x est composée d’un nombre fini 
de termes qui s'ajoutent deux à deux, selon qu’on l’a 
expliqué : mais en général les seconds membres des 
équations (H) sont des séries formées d’un nombre in- 
fini de termes. 


Donnons à # la valeur fractionnaire (p, qg dési- 


gnant des nombres entiers, positifs et premiers entre 


eux ) : la quantité radicale 
P 


(2 cos x! (r) 
admettra g valeurs distinctes, comprises dans l'expression 
(or+ x =) (cos? oiT +- sin < DER ASE D 


qui équivaut, d’après ce qu'on a vu plus haut, à 

D{x + 267) + W(x + ir). V5), 
t devant recevoir toutes les valeurs entières , de o à g—1 
inclusivement. 

Supposons que cos x soit positif, et désignons par X 
la valeur réelle et positive du radical (r) : on obtiendra 
les autres valeurs du radical en multipliant X par les ra- 
cines de l'unité, autres que 1 ; c’est-à-dire que les q va- 
leurs du radical seront comprises dans l’expression 


X(cos? air -sin : Na nel), 


sous la condition d'attribuer à z’ toutes les valeurs en- 
tières de o à g—1 inclusivement. 

Donc, il sera toujours possible d’assigner entre ces limi- 
tes aux nombres entiers £, z’ des valeurs telles que l’on ait 
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X(cos2 oi -sin£ or. V1) —=b(r+oir)HW(x+aim(l/ 1), (s) 
q ? 
ou, ce qui est la même chose, 


X(cos 7. QT + sin£ MOUE AE D kr 


(Dr +Wx.1/5) (cos ei sin Paul Drm: 0 CE) 


et la question est ramenée à déterminer les valeurs cor- 
respondantes des nombres £, £. 
Faisons dans l'équation précédente x—o : on a 
P P 
Wo)—=o, Do)—(1+1), X,— 21; 
donc ë—, et par conséquent la formule (s) devient 


X(co5. OT +- sine. QT. V/—1) = (x + 257) + Wx+air).V/— x. 


Comme on peut prendre maintenant /—0 , il en faut 
conclure que l’on a, pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre — + x et + x, qui font de cos x une fraction 
positive, 

DA RAP ET 0 (a) 
et plus généralement on a entre ces limites, à cause 
de l’indépendance des deux parties réelles et imaginaires, 


P(x + air) — X cos : QÙT , 


() 


Y(x + oir)—=X sin. 2iT. | 


“83. Supposons maintenant que cos x soit négatif 
(x tombant entre + met ? +), et désignons par X la 
p 


2 


valeur réelle et positive du radical (—— 2 cos x) 2 : 


on aura 


L P 
(2cosx)—X(-1 Y=X[cose (ai +1 sin (2e + 1)T.V/— |; 
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et, en conséquence , les équations (s) et (f) seront rem- 
placées par 
X{cos? (ai + 1) + sine (ri) Vi] = 
D(x + 257) + (x fe AT ER 
X{cos (ai + 1)7 + sin ; (aË +1). Vi] = 


(dr +Wxr. V5) (cos. QT: + sin? o LL et à | IP (0) 
Les nombres :, ; continuent de comporter toutes les 
valeurs entières, de o à g—r inclusivement; et parmi 
ces valeurs il s’agit de savoir quelles sont celles qui se 
correspondent. 
Or, si l’on prend x—+, tous les cosinus et les sinus 


qui entrent dans les seconds membres des équations (H), 


P 


devenant égaux à cos— 7, sin£r, on trouve 


p 
Dir) — (1471) cos? ps 


At 
W(r)—(1+1)1 sin L T, 


p 

et X; a pour valeur 2 3; de sorte qu’on tire de l’équa- 
p 

tion (4), après la suppression du facteur commun 24, 


cos (28 + 1)T + sin © (oi + 1)T. V5 


— (cos À r+sinlr. & (cos 2 oir + sin £ oi. =; 
q ‘ q dk 
— cos? (ai+ 1) sine (a+ LIT IMC : 


d’où il faut conclure —, et par suite 


X[cos® (2i+ L)r+sinE (ait 1)R V5] =b(x+2ir)+W(x Hair). V7 
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Cette dernière équation se décompose dans les deux 
suivantes 


P(x + air) = X cos (ai + sr | 


(2) 
W(æ+2ir)—X sin? (oi HIT E | 
PRE 7 | 
et quand on pose :— 0, 1l vient 
Dr — X dog (04 | 
1 ) (u) 


Wr—X Pr à 
q 


* 84. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, 
que les fonctions ®, w ont une valeur déterminée , pour 
toutes les valeurs de x, en vertu des équations (H), ou 
qu'on pourrait construire avec une approximation indé- 
finie, au moyen de ces équations seulement , les courbes 
ayant pour abscisse x et pour ordonnées x, Wx. Si 
cette condition essentielle n’était pas satisfaite , c’est-à- 
dire, si les seconds rembres des équations (H) ne cons- 
tituaient pas des séries convergentes , les formules ob- 
tenues deviendraient illusoires et n’offriraient réellement 
aucun sens déterminé. Or, la condition exigée se véri- 
fie, comme M. Cauchy la fait voir , tant qu’on n’attribue 
à l’exposant 7 que des valeurs positives. 

En effet l’on a, par la formule du binôme, 


rain ME np D) us aise 
(x DRE sf nr € TRE e—etc:, (e) 


le développement ne s’arrêtant que pour les valeurs en- 
tières et positives de 2, et conduisant, pour les autres 
valeurs de l’exposant , à une série infinie. Soit y, le terme 
de cette série qui en a # avant lui : il viendra 


nl 
k Le 
Pr I—n À RE 2) 
Pre RL ER ï JA 
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donc, à mesure que l’on fait croître z, la valeur du rap- 
port (be) converge vers une limite numériquement plus 
petite ou plus grande que lunité, selon que la valeur 
numérique de « est elle-même inférieure ou supérieure 
à 1. Donc [26] la série (e) est convergente pour toutes 
les valeurs de € numériquement plus petites que l’unité. 
En outre, tous les termes de cette série, pour lesquels 
l'indice z est supérieur à la valeur numérique de #1, 
se trouvent évidemment affectés du même signe, qui est 
celui du terme 


1219 0 (v+ 1) 
ÿ désignant le nombre entier immédiatement inférieur à 


n. Donc, à la limite «1, la série (e) est convergente 
ou divergente, selon que la quantité ( 1 —e) converge 
vers. une limite finie ou nulle, ou vers ure limite infi- 
nie, tandis que « converge vers l'unité. Or; quand l’ex- 
posant n est positif, on a 
lim. (1—e)=(1—1) —0o, 

et conséquemment il vient, pour les valeurs positives 
de n, 


— etc. (4) 


Mais, puisque la série (2), dont tous les termes, à 
partir d’un certain rang, ont le même signe, se trouve 
convergente, les séries (H) que l’on chtient en multi- 
pliant chaque terme de la série (4) par un facteur, 
tantôt positif, tantôt négatif, mais toujours numérique- 
ment plus petit que l'unité, sont à plus forte raison con- 
vergentes, tant que le paramètre n conserve une valeur 
positive, et quelle que soit la valeur de x. 

Les formules des deux numéros précédents ont pour 
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résultat utile de faire connaître les valeurs des fonc- 
ion Px, Wx, sans qu’on ait besoin de recourir aux cal- 
culs d’approximation fondés sur l’emploi des séries. 
Ainsi, les fonctions dx, Vx étant données par les équa- 
tions («) pour les valeurs de x comprises entre —2 7x 
et =r, et par les équations (4) pour les valeurs de x com. 
prises entre +7 et 2x, se trouveront déterminées , en vertu 
des formules (#) et (»”), pour toutes les valeurs positives 
de æ <(29—<)r; et comme on a d’ailleurs, d’après la 
forme des équations (H), 

Dre = ok) 

YWr=VWix Æ 2497), 
À désignant un nombre entier quelconque, il s'ensuit 
que les valeurs des fonctions ®x, Wx seront connues 
pour toutes les valeurs de x; ou qu’on aura, pour 
toutes les valeurs de x, les limites vers lesquelles con- 
vergent les sommes des séries 


46) 
cos +2 :8.005(E 2 je ni — 6° cos(£-4 )-+etc, 


Ce 
sin cet sin(E JPA e°sin(£ 4 }æ-trete. is 
2 
quand le Rue £, en restant aie petit que 1, con- 
verge indéfiniment vers l’unité. 
D 
Soit , par exemple, pus —=;, on aura pour les va- 
q 


leurs de x comprises 


I I 3 
entre—-#Telt —-7m, ®x— V/2cosx, 
2 2 


I D or I I 
entre —-Tet —%, brx=V/—2cosx.cos - RAS 2COS#, 
2 


3 


de 2 I 3 
Tete 2COSX , COS 5 T——— V'2cosx, 
du 2 


3 


mmè 
LS 
O0. 
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ñ She 3 
entre -Twet 7%, Dr —2cosx.c0s R— V/ 20052 
2 2 


1 


gb let QAR MMA 14 
entre met %, Dr—V 2cosx. cos 5 n——--V 2cosx, 
2 2 D 2 


Dr et— , rl 
entre Tet—m, Drx—V —2C087.C0S5 T——-\/ 2C0s7: 
2 2 + 2 


après quoi les valeurs de Ÿx repasseront périodique- 
ment par les mêmes valeurs. En conséquence, la courbe 
périodique dont ® x est l’ordonnée a la forme indiquée 


par la fig. 20. 
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RÉSOLUTION DES CAS D'INDÉTERMINATION POUR. LES 
FONCTIONS EXPLICITES DUNE SEULE VARIABLE. — 
RECHERCHE DE LEURS VALEURS MAXIMA ET MINIMA. 


——— 


$ 1°. Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions 
explicites d’une seule variable. 


85. Nous traiterons dans ce chapitre de deux appli- 
cations importantes du calcul différentiel, et d’abord de 
celle qui consiste à trouver la valeur d’une fonction 
de x, quand elle se presente, pour une valeur particu- 


# HO 
lière de x, sous la forme indéterminée -. 
0 


Le problème revient [28] à déterminer la limite vers 
laquelle converge la fonction 


TL 
px 17, 


lorsque x converge vers la valeur x,, et qu'en même 
temps les fonctions fx, Fx convergent toutes deux 


vers Zéro. 
Or, on a 
fx +A./fx 
tHAz)= =———— 
#( ) Fr+a.Fx? 
et pour la valeur x, qui fait évanouir fx et Fx, 
A.fx 
AAPAUUU AR 
ur ME ie Ar x 
AT 


d'où, en passant à la limite, 
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Un raisonnement absolument semblable fait voir que, 
si les fonctions f’x, F'x étaient dans le cas des fonc- 
tions fx, Fx, c’est-a-dire, si elles s’évanouissaient si- 
multanément pour +—x,., on aurait 

PART. "Æ 
o TL Er À 
ec ainsi de suite. 
_ La valeur de ox,, ainsi déterminée, peut être nulle 
ou infinie. 

Si la valeur x rendait infinies les deux fonctions f x, 

F x, elle ferait évanouir les fonctions 
T 1 
fx ? Fr ? 
qui ont respectivement pour dérivées du premier ordre 
For F'x 
To Ter 
Ïl viendrait donc 
RAR AURA REA CAM ON Du 
Fa Fe Ga) (Fa) 
équation d’où l’on tire 
Fra fra. 
F4 VUNRARS 
Nous en conclurons avec M. Cauchy que la règle pour 
trouver la valeur de ox, reste la même, quelle que 


EN o D 
soit celle des deux formes indéterminées = Æ =, sous 


laquelle se présente le rapport Je 
q P PROPEST x. 
86. On trouvera, en appliquant cette règle, et en la 
combinant avec les règles de différentiation données. 


dans l’avant-dernier chapitre : 
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l' pour Z—0, 


æ 
ï 
log ( L) Sin” æ , 
D GR REC PES = 2 Sin Z COS TO, 
Co x Æ 
L—sInT I—COSX  SINTX COST LIL 
x? hdi Lbtie de On D On miGS 
sin°x 3sin°xcosx 3sinx(2cos’x—sin°t) 
x—#sin2T  I—COS27 2sin2X 


3cosx(2cos°x—"7sinx) 3 
LANCOPSCAESNES" TES NREERN I 


ACOS2x 2 
2° pour æ— 1, 
log x I 
le 0 
L—I1 x 
LL MENT 
AU na n° 
3 LS 3 j 
T2 he 1) NME ps rx). à 
PR ne Po NUE Sp ON NE a 
(21) —x+1 3x Vx—1 y a 
3 ARE ARE 3 
Di tri) x + ar 5 à 
25: de ie 4 do 
Vx2—1 


87. Supposons que la fonction Fx se réduise à x, et 
que l’autre fonction fx jouisse de la propriété de deve- 
nir nulle ou infinie en même temps que x, on pourra 
être curieux de connaître le rapport qui subsiste entre 
cette fonction et la variable +, quand l’une et l’autre 
deviennent nulles ou infinies. Ce problème rentre dans 
celui qui vient d’être traité : ainsi l’on trouvera, pour 
4-0 


et pour T—, 
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log x ; 
PEN « 


0" 


On énonce ces résultats en disant que le sinus verse 
d’un arc infiniment petit est infiniment petit par rapport 
à cet arc; et que le logarithme d’un nombre infiniment 
grand est infiniment petit par rapport à ce nombre. 

_ Soit proposé de discuter la courbe qui a pour équation 

ME LIOPT AE 

les valeurs négatives de + rendent y imaginaire, et l'or- 
donnée y est positive ou négative selon que les valeurs 
positives de x sont > ou < 1. Pour savoir quelle est 


la valeur de y correspondant à x—0o, on fera 


SEE 


& | æ 


et 1l viendra 


© 
ue 
ù 


SJ —= — . 


Z 
Or, d’après ce qui précède, y—0o pour z—+ ou pour 
æ—0; d'ailleurs on a 
4 — log x +1, 

quantité qui devient infinie pour +—o, en sorte que la 
courbe touche lPaxe des y à l'origine des coordonnées 
(Jig. 30). On peut ajouter cet exemple à celui qui a 
déjà été donné [16], de courbes transcendantes qui sont 
interrompues brusquement dans leur cours, sans qu'il y 
ait raccordement entre deux branches de la même 
courbe, comme cela arrive toujours pour les courbes 
à équations algébriques. 

88. S'il arrivait que toutes les dérivées de fx et de 
Fx devinssent nulles ou infinies en même temps que 
les fonctions dont elles dérivent, la méthode serait en 
défaut, et il faudrait déterminer la valeur de ox, à 
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l’aide de procédés particuliers. Si, par exemple, on 
avait 

Jx=V x —1+V x x, 

Fr ES VX —1 , 
quand on ferait x—1, ces deux fonctions s’évanoui- 
raient, et leurs dérivées de tous les ordres deviendraient 
simultanément infinies. Mais si nous posons x — 1 — 2, 


il viendra 
V'i1E3— 1 + V/z 
PT — ER em 
2(2+4-2) 
En multipliant les deux termes de la fraction par 
V'itsz+i— V2, 
et supprimant le facteur V/z qui devient commun aux 


deux termes, on obtient 
2 


SA V3 ta : V'rts +i—Vail ; 
expression qui donne 


DT 


I 


cu 7 
2 


DT — 


quand on y fait z—0, où x —1. 

89. Nous savons qu’une fonction ne peut devenir in- 
finie, pour une valeur particulière de la variable, sans 
que toutes ses dérivées deviennent simultanément infi- 
nies [35], et ainsi, le cas où la méthode générale se 
trouve en défaut, doit se présenter toutes les fois que la 
valeur de x qui fait évanouir fx et Fx rend infinies 
J'x et F'x. Au contraire, on ne peut regarder que 
comme une exception singulière de la méthode (du moins 
pour les fonctions susceptibles d’une expression mathé- 
matique), celle qui résulterait de l’évanouissement simul- 
tané des dérivées de tous les ordres des fonctions f et F. 
On a pourtant signalé des fonctions pour lesquelles cette 
exception se rencontre. Prenons 


Ja 
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I 


on 
NPC ETES 
a et x désignant des nombres positifs dont le premier 
est plus grand que lunité: on aura 


I 


Le 
? 


ADR 
nosga.a Ÿ Ton 
7 a, 14—=n10864 "408 


nloga n+-1 
ati)  ynt2 


Quand on fait æ— 0, la quantité 


I 


, etc. 


DÉS Pen 


est infiniment petite ou nulle, ce qui met toutes les dé- 


. f + O 
rivées fx, f''x,.... sous la forme —- Posons 
) 

I 
De 4 
x 2 

il viendra 

nloga.z"+r  , _ nloga.(nloga.z®+:} {n+r)ztt2) 
TE ——— J'e=— 2 —  — etc. 
a?" j a?” | 


et la valeur z—0 correspondra à 2— . Or, il est fa- 
cile de voir que toute expression de la forme 


zm 


mn 
a* 


(dans laquelle «, m et n désignent des nombres positifs 
et a un nombre plus grand que 1), est nulle pour 
z—® ; car si l’on applique à cet exemple la règle gé- 
nérale concernant la détermination des fonctions qui se 


présentent sous la forme indéterminée 


% 
© ? 


on différentiera z fois de suite les deux termes de la 
fraction, z étant le nombre entier immédiatement su- 
périeur à 7, et l’on aura pour 2:—%, 
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cn: 

Æ étant un nombre constant, et Ÿ z une fonction qui 
reste infinie quand 3 est infini. Par conséquent toutes 
les dérivées de la fonction fx s’'évanouiront, quand on 
y fera x —o. 

Si donc l’on donnait 
I I 
frame Fr 67, 

b étant ainsi que &« un nombre positif plus grand que 
l'unité, et 7’ un nombre positif aussi bien que », les dé- 
rivées de tous les ordres des deux termes de la fraction 


3.7 . . ° s , 
s'évanouiraient simultanément pour z—o, et l’on ne 


pourrait plus appliquer la règle générale. Dans le cas de 
n'=n, il viendra 


et la valeur x—o rendra ox nulle ou infinie, selon 
qu'on aura «a > ou < W. 


90. On trouve de la même manière que la valeur de 
la fonction 


converge vers l'infini quand on prend pour x une quau- 
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tité positive de plus en plus petite. Conséquemment la 
valeur de la fonction 


“ ‘à O . 
qui se présente sous la forme -; quand on y fait x—o, 
O 


est zéro ou l'infini, selon qu’on y considère zéro comme 
la limite des x positifs ou comme celle des x négatifs. 
Ceci tient à une solution de continuité de la fonction y, 
du genre de celles qui ont été signalées dans des fonc- 


tions analogues [16 et 87]. 


$ 2. Maxima et minima des fonctions explicites d’une seule 

variable. 

91. Représentons-nous la succession des valeurs que 
prend la fonction y—/fx, lorsqu'on donne à x toutes 
les valeurs possibles, sans que y cesse de conserver une 
valeur réelle et finie. Si les valeurs de y, après avoir été 
croissantes, deviennent décroissantes, y aura passé dans 
l'intervalle par une valeur plus grande que celles qui la 
précèdent et que celles qui la suivent immédiatement : 
cette valeur se nomme un »7aximum. Au contraire, 
si les valeurs de y, après avoir diminué progressive- 
ment, viennent ensuite à augmenter progressivement , 
la valeur intermédiaire, plus petite que celles qui la 
précèdent et que celles qui la suivent immédiatement, se 
nomme un zaéninumn. On voit qu'il est possible qu’une 
fonction n'ait ni #aximum, ni minimum, ou qu'elle ait 
plusieurs maxima et minima, de manière qu'un 7unt- 
muintombe toujours entre deux naxima, etun Maximum 
entre deux »anima consécutifs. La question consiste à 
déterminer les valeurs de la véritable indépendante, s’il 
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en existe, auxquelles correspondent des maxima ou 
des minima de la fonction. 

Admettons d’abord, pour plus de clarté, que ni la fonc- 
tion /x ni ses dérivées n’éprouvent de solution de conti- 
nuité en même temps que l’une de ces fonctions atteint 
une valeur #aximum ou minimum :1l est évident, dans 
cette hypothèse, que la différentielle 

AY Me QU 
change de signe, en devenant nulle, au moment du 
maximum où du minimum de fx; qu'elle passe du positif 
au négatif dans le cas du A#aximum, et du négatif au 
positif dans le cas du rnéinimum. Donc, la condition 
commune au #2axinum etau minimum de fx est expri- 
mée par l'équation 

Rech NET: 
et il faut en outre pour le #aximum que fx passe du 
positif au négatif, c’est-à-dire, soit une fonction décrois- 
sante quand x croît, et par conséquent que l’on ait 

ERENOr. 
Par une raison semblable, il faut, dans le cas du méni- 
mum, que la valeur de x tirée de l'équation (r) vérifie 
l'inégalité 
f'xz >0. 

Mais si f''x s’évanouit, pour la même valeur de x 
qui fait évanouir fx, la valeur de f”x qui est zéro, 
correspond à un maximum ou à un minimum de cette 
dernière fonction. Dans le premier cas, f"x est négative 
en decà et au delà de la valeur x, et fx est constam- 
ment décroissante pour des valeurs croissantes de x ; 
dans le second cas, f”x est positive en deçà et au delà 
de la valeur x, et fx est constamment croissante avec 
x : donc l'équation f”x—o n’entraine ni maximum ni 
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minimum de fx, si elle est accompagnée de léquation 
treeoe 

Or, par la même raison, l'équation f”x—o n'’en- 
trainera ni A#aximum ni minimum de f’x, si l’on a 
fx 0, et si f” x passe elle-même par un maximum 
ou un »unimumn. Quand fx passe par un A#aximum, 
f'x est décroissante pour des valeurs croissantes de x, 
passe conséquemment du positif au négatif en s’annu- 
lant, et fx passe par un maximum. On verrait de même 
que le r#7énémum de f”x entraine dans ce cas le 7nini- 
mum de fr. | 

Donc, pour le cas où l’on a simultanément 

PR ONE 0N 
{x ne passe par un Aaxinum où un AunümumMm qu'au- 
tant que fx passe elle-même par un #aximum ou un 
minimum, c'est-à-dire, qu'autant que l’on a 

DIS MAREUN, 
ou bien 

ENORME RE 0e: 
Dans ce cas, l’analogie conduit à dire que fx passe par 
un MaxUnumn où un runmum du second ordre. 

En généralisant ce raisonnement , on en conclut qu'il 
ne peut y avoir A2axtmuin où munimum de la fonction 
fx, pour une valeur donnée de x, qu’autant que le pre- 
mier coefficient différentiel de la fonction, que cette 
valeur n'annule pas, est d'ordre pair. Il y a #2aximum 
ou Autumn suivant que ce coefficient prend une va- 
leur négative ou positive. 

Tous ces résultats prennent une forme sensible lors- 
qu'on représente graphiquement la fonction par lor- 
donnée d’une courbe. L’équation fz—0 exprime que 
la tangente est parallèle à l’axe des abscisses : les inéga- 
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lites fx <o, fx >0o expriment que la courbe tourne 
sa concavité ou sa convexité vers l’axe des x, dans le 
cas d’une ordonnée positive; sa convexité Ou sa conca- 
vité vers le même axe, dans le cas d’une ordonnée né- 
gative. Enfin, si l’on a f”" x—0, sans que fx s’éva- 
nouisse , la courbe subit une inflexion [30], en sorte que 
le parallélisme de la tangente à l’axe des æ n’empèêche 
pas l’ordonnée de croître ou de décroître, de part et 
d'autre du point de contact. 

92. D'après ce qui précède, toutes les fois que la 
fonction fx aura un coefficient différentiel f’x, ex- 
primé algébriquement, on obtiendra les valeurs de + qui 
correspondent à des valeurs maxima ou minima de 
ia fonction, en résolvant par rapport à x l’équation 
f'x—o. On distinguera ensuite le r#aximum du mint- 
mum, en substituant pour x les racines de cette équa- 
tion dans la fonction fx, puis dans fx, si fx s'é- 
vanouit aussi, et ainsi de suite. 

Mais il faut observer que souvent, par la nature de 
la question, on sait & priori qu'une fonction ne com- 
porte pas de #7aximum, ou qu'elle ne comporte pas de 
muintnumn : alors on est dispensé d’une discussion de si- 
gnes, et il suffit de résoudre l'équation f'x—0o; en 
supposant toutefois que l’on sache aussi que les racines 
de cette équation n’annulent pas les dérivées subsé- 
quentes. 

Appliquons la règle générale à la fonction prise pour 
exemple dans le n° 5, 


22h x 6 
TA iv RS NE 
LE 10 


On aura 
x —20%x +64 


LÉ LOL 
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L'équation à résoudre est 
x'—20%74+64—0 , 
dont les racines sont x—16 et x—4. On trouve en- 


suite 
2 
fx 7 


ag (æ— 10}? 
valeur qui devient positive pour æ—16, négative pour 
x—{ : ainsi la racine 16 correspond à un #7inimumn, 
et la racine 4 à un maximum. 


Si l’on se donne 
fz=eæ+2cosz+e, 


on trouvera : 
fax —e—,2sinx —e?, 


f'x—eæ—2cosx+e", 

f''x—e+osnxr—e*, 

HA 0 COST LE er te 
Lanvaleur,.x0.,.qui fait évanonr fer fr 0e 
donne à / "x la valeur positive 4 : la valeur correspon- 
dante de fx, qui est aussi 4, constitue donc une valeur 
minimum de cette fonction. 

93. Maintenant il peut se faire que f'x change de 
signe en passant par l'infini, et que néanmoins fx n'é- 
prouve qu'une solution de continuité du second ordre, 
en sorte que la différentielle 

AXE An Cec ; 
reste infiniment petite [35 ef 54]. Dans ces circons- 
tances y passe par un 724xünmum Où par Un PARENUN, 
selon que dy passe du positif au négatif ou du néga- 
tif au positif; mais il faut s’en assurer directement par 
la discussion de la fonction fx, attendu que toutes les 
dérivées fx, f "x, etc., prennent, en même temps 
que f'+, des valeurs infinies. 


Si, par exemple, on avait 
FRS OE D 
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d'où 
free DD 
la valeur +— 1 rendrait f’x infinie et fx nulle. Il est 
d’ailleurs évident que /”x sera négative ou positive pour 
des valeurs de x < ou > 1, tandis que fx restera cons- 
tamment positive : ainsi la valeur æ—1 correspond à 
un ##7inimum de fx. C’est le cas où la courbe dont fx 
est l’ordonnée a un point de rebroussement répondant 
à l’ordonnée rninimum (fig. 31). 
Au contraire si l'on posait 


JE—(2— 1) 7 


e 


LES) 


d’où 


Ï Li 
Pa Æ— I do 


la valeur æ—1 rendrait encore f'x infinie et /x 
nulle; mais f’æ ne changerait plus de signe en passant 
par l'infini, tandis que fx passerait du négatif au posi- 
tif, et conséquemment n'attemndrait ni A#24ximum ni mi- 
nimum. En pareilles circonstances , la courbe subit une 
inflexion, et la tangente au point d’'inflexion est perpen- 
diculaire aux abscisses ( fig. 32). 

Dans le cas où la racine de f"2—0 rend infinie fx, 
ce qui correspond à une solution de continuité du se- 
cond ordre pour la fonction fx, il faut encore exami- 
ner directement si f”x passe du positif au négatif, ou 
du négatif au positif, ou bien, enfin, si elle s'évanouit 
sans changer de signe; car dans la première supposition 
il vazraxinmum, dans la seconde, minimum, et dans la 
troisième on n'a Ni MAXUNUIN Ni PMRENIMUM. 

Ces trois suppositions se réalisent respectivement pour 
les fonctions | 

4 4 5 
fard ee) ÿ. 
Tr. II 
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Enfin, le cas où toutes les dérivées d’une ‘onction 
s'évanouissent simultanément | 89] est évidemment un de 
ceux qui échappent à la règle générale des maxima et 
MmUTUINA. | 

Les maxima et minima singuliers, dont il est ques- 
tion dans ce n°, ne vérifient plus le principe de Kepler 
[6], et leur théorie est de peu d'importance dans les ap- 
plications aux questions physiques : aussi ne nous y ar- 
rêterons-nous pas davantage. Au contraire, l'importance 
de la théorie des maxima et minima ordinaires nous 
engage à l’éclaircir encore par la discussion des trois 
problèmes suivants, qui se rattachent à des questions 
de physique ou de géométrie appliquée. 

94. 1° problème. Un disque 77, posé sur une table 
horizontale AB (fig. 33), est éclairé par une lampe F, 
dont le pied Best fixé à une distance invariable du disque 
m, mais que l’on peut hausser ou baisser suivant la verti- 
cale BF. On demande à quelle hauteur on doit la fixer 
pour que le disque 72 recoive la plus grande clarté pos- 
sible. On regarde comme des quantités très-petites et 
négligeables les dimensions du disque et du foyer lumi- 
neux par rapport à la distance qui les sépare, et l’on 
sait d’ailleurs, par la théorie et par l’expérience, que 
l'intensité de la lumière projetée par un point lumineux 
sur un élément de surface, est en raison directe du si- 
nus de l'angle que les rayons lumineux font avec la sur- 
face, et en raison inverse du carré de la distance de 
l'élément éclairé au point lumineux. 

Soient «a la distance invariable 72B du centre du dis- 
que au pied de la verticale menée par le point lumineux 
F, + l'angle variable BF, 


SRE RE 


COS T 


€ 
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ja distance 2 F, fx l'intensité de la lumière projetée sur 
le disque, À lintensité de la lumière qu'il recevrait, 
sous l'incidence perpendiculaire des rayons, et à une 
distance du foyer égale à l'unité linéaire : on aura 
PE ie À . SNTCOS x. 
L’équation f'x—0o devient, dans ce cas, 
COS? Z — 2 COS æ SIN Æ—0O, 
et se décompose en 


I 
COS — 0 Ne Le De, 
V2 


On a ensuite 


PRES Sa At. 
= . (g sinx—7)sin x. 
La solution cos x —0o donne 
: | k 2 À 
fT— 0) SN CEE TE: 
a 


Les valeurs négatives de x ou de sin x donneraient 
pour fx des valeurs négatives, et sont étrangères à la 
question telle qu’on l’a posée, bien qu'on puisse admet- 
tre par convention que les valeurs fx seront considérées 
comme positives ou comme négatives , selon que le dis- 
que sera éclairé par sa surface supérieure ou par sa sur- 
face inférieure. En écartant donc les solutions négatives, 
on voit que la solution cos x —=0 correspond à un 
minimum. Effectivement, il est manifeste que, si lon 
élève indéfiniment le foyer lumineux, l'intensité de la 
lumière projetée sur le disque s’affaiblit indéfiniment : 
conséquemment 1] ne s’agit ici que d’un zr7irimum ma- 
thématique, impossible à réaliser physiquement. 
La solution 


LT, 


4 
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la seule qui nous intéresse, donne 


2 À 
EE 


Si MU 


m1 
V3 æ ? 


et correspond au maxtnum cherché. 

95. 2° problème. Trouver le point le moins échauffé 
sur la droite qui joint deux foyers de chaleur, sachant 
que l’intensité de la chaleur rayonnante varie en raison 
inverse du carré de la distance au foyer calorifique. 

Supposons que les pouvoirs échauffants des foyers 
À, B, à l'unité de distance, soient entre eux comme les 
nombres 4° et 85; désignons par à la distance des foyers 
A, B, et par x celle de la particule échauffée au foyer 
À : l'intensité de la chaleur rayonnante reçue par cette 
particule aura pour mesure 

ad? 3 
Ji= pe x}? 
expression qu'il faudra rendre un minimum, eu posant 
ME mes Fe . HN 
LEE (a Ex | 
D'abord les valeurs t— Æ# satisfont à cette équa- 
tion en faisant évanouir fx; la solution que l’or cher- 
che s'obtient quand on fait | 


10. 


a « 


a + $ 
et comme la dérivée f”x a pour valeur 
a? G? 
GfE+ 
at. (a—x}]? 


expression qui reste constamment positive, il en re- 


Ba x(a— x), ou x —- 


sulte que la solution correspond bien à un #éinimum. 
Eufin, les valeurs 32—o et x —4, qui rendent fx in- 
finie, faisant subir à fx la même solution de conti- 
nuité, ne correspondent pas à des m#maxima, dans le 
sens ordinaire du terme. D'ailleurs, ces valeurs in- 
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finies de fx sont inadmissibles physiquement , par des 
raisons analogues à celles qui ont déjà été indiquées [4]. 

96. 3° problème. Quand on veut mesurer la hauteur 
h d'une ligne verticale AB (fig. 34), on mesure, à 
partir du pied de la verticale, une distance horizontale 
BC—b ; on observe l'angle BCA— 7%, et l’on a 

DATE (2) 

Cela posé, il s’agit de choisir la base arbitraire à, de 
manière à former le triangle le plus avantageux, c'est- 
à-dire, celui qui est tel qu’à une même erreur sur lan- 
ole x correspond l'erreur zrénérmum sur la hauteur cher- 
chée A. 

Si, au lieu d'observer exactement l'angle x, on ob- 
serve un angle æ—Azx qui en diffère peu, la valeur 
qu'on en conclura pour Ja hauteur cherchée pourra s’ex- 


primer par À Ah, et l’on aura sensiblement 

AY PAM de er AE 

dx COS? x 
Donc, pour que le rapport de l'erreur A2 sur la valeur 
calculée, à l’erreur d'observation A x, soit un rn2énimum, 
il faut que la vraie valeur de l'angle x et celle de la 
base À qui en dépend rendent un 7rénimnum le facteur 
b 


cos? x ? 


c'est-à-dire (substitution faite pour b de sa valeur don- 
née par l’équation (2'en fonction de x et de la cons- 


tante 2), le facteur 
0 


19 æ COS? Z 


Le problème revient par conséquent à rendre un rnaxt- 


mur a fonction 
fx — tang Z COS?Z— sin æ COS æ. 
Or, on a 


L'rEraeRte — sin 2) Jr — 1sinrcosr. 
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Donc le #7axinmum cherché correspond à 


I 


Det 


SIN X —= COS X — 


ï 2 
C'est la règle pratique que l’on découvre, pour ainsi 
dire, instinctiveméent , mais dont le calcul seul peut don- 
ner une démonstration rigoureuse. 


La solution 
. É534 I 
de) ÿ à Ye ve 
résoudrait aussi le problème analytiquement, mais ne 
présenterait aucun sens, d’après les conditions géomé- 
triques de la question. 


97. Soient y— fx, x — ot: il viendra 


Par conséquent, l'équation 
dy 
dt 

se décomposera d'elle-même en deux autres 

TURC ce 00 Tee Di 
dont chacune pourra déterminer des 727axima ou mi- 


==) €) 


nuna de y, considéré comme fonction médiate de £. 
Mais si les valeurs numériques de x, tirées de l’équa- 
tion f”x—0, sont plus grandes que la valeur maximum 
de ot, ou plus petites que sa valeur r7ënimum, ces so- 
lutions devront être rejetées comme étrangères à la ques- 
tion qui ést de déterminer les maxima et minima de y 
quand # est la variable indépendante. En conséquence, 
si l’on range par ordre de grandeur les valeurs de x 
correspondant aux valeurs de £ tirées de léquation 
D't—0, il faudra que les racines de l'équation f”x—o 
tombent entre les deux termes extrêmes de la série. 


a, — 


ne (Q Re —— 
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CHAPITRE IV. 


ché QE 


FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 


ES 


$ 1°. Formule de Taylor. 

98. La génération des dérivées des divers ordres con- 
duit au développement des fonctions en séries ordonnées 
par rapport aux puissances entières et ascendantes de la 
variable. Cette théorie importante, qu'il convient d’envi- 
sager sous plusieurs aspects , sera l’objet de ce chapitre. 

Représentons, comme au chapitre IV du premier 
livre, par 


2 TI ET D A Te 
les valeurs d’une fonction fx qui correspondent aux 
valeurs 
Æ, LZ+Ax, x+ox, x+ 31x,...x+nAx 
de la variable indépendante: on aura [43] 
rfetrlr)y EU qe AO) qe + A9. 
On peut mettre cette sous la forme 


nAz Afx 2AX? af: 
f(x +nax)=fx+ . af: + A . ( ii) RPC 
I AZ 1,2 n 


Fte pe (1) LEA Re 
1.2.3 n/ Ax 


n'Ax" 2 à ( 2) ( à n—1) Nfx 
1 (1 }(i—— |. I— —— , 
1.2.3... =). { ri ) ne 


ce qui donne, quand on fait More 


fe+h=fet 2 NE 4 © ke (à MANU p sat pe) fa 


AT n AX° 1.2.3 


h" m——1I nf 2 
5 CC 1— 1—° 1 mue mme EL . Le n \&, 
LT 2 Aou n ) n ATX" 
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Concevons maintenant que l’on diminue indéfiniment 
intervalle Ax, en augmentant indéfiniment le nombre », 
de manière que le produit »Ax reste égal à la quantité 
constante À : le nombre de termes dont se compose le 
second membre de l’équation précédente ira en croissant 
indéfiniment , et les rapports 

Afe nfa Afa 
"Az ? Az ? AS ) 
convergeront vers les limites 
CEE 8 E DUO IE 
dx * dx ? dx 


V7 A ARE 
NARUTO 
De plus, les fractions 
I 


CD 
D). 


... 2e © 0 + © . +... « ee 


2) 


(£ étant un nombre positif quelconque <z, qui reste 


Are PAT EE Dee ce 


ou 


constant tandis que 2 augmente) convergeront toutes vers 
l'unité. Donc, quelque grand que soit le nombre £, et 
quelle que soit la valeur assignée à l’accroissement X, 
on pourra prendre 72 assez grand pour que la somme 
des 1 premiers termes du second membre de lé- 
quation (a), diffère d'aussi peu qu’on voudra de la 
somme 


ne LA ELU Ph l° ee h° ti) () 
À on À NET À MCE ver Te s 
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Nous admettons que toutes les fonctions fx, fx, fx, 
.....f0 x conservent des valeurs finies, sans quoi le 
raisonnement qui précède tomberait en défaut. 

Ceci ne nous autorise point encore à regarder la fonc- 
tion f (x) comme étant la somme de la série (0) pro- 
longée à l'infini [24]. Car, si lon considère dans la 
suite (a) d’où nous sommes partis, et qui est la valeur 
exacte de /(x-h), le terme de rang v+-1, v étant un 
nombre compris entre £ et 2, mais beaucoup plus grand 
que # et comparable à z, ce terme ne se réduira plus 
sensiblement à : 


(Y) 
_— RE UE À Fa 


à cause que le facteur 


DE CD. 


ne se réduira plus sensiblement à l'unité, et au contraire 


se réduira sensiblement à zéro, pour des valeurs de y 
très-voisines de 2. 
Mais du moins il sera toujours permis de poser 


| h k° De ht “ 
x+h)—= PTE fa F AE (@) R;; 
Dr) ie À Er pape 1 à CR M} TN 


00 A PO: 


R; étant une fonction inconnue de x et de À ; et si nous 
fixons les conditions pour que la valeur de cette fonc- 
ton tombe entre des limites susceptibles de se resserrer 
indéfiniment, pour des valeurs indéfiniment croissantes 
de Pindice ?, nous aurons par cela même déterminé les 
conditions sous lesquelles la fonction f(x+-A) peut être 
considérée comme la somme de la série (b), prolongée 
à l'infini. | 

99. À cet effet, nous remarquerons d'abord que, si une 
fonction 64 est nulle pour }—o, et si la dérivée 9’A con- 
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serve le même signe entre les limites o, 2, sans passer 
par linfini, la fonction o4 sera de même signe que o'z; 
car on peut la considérer comme la somme d'éléments 
infiniment petits, tous de même signe que w'. On sup- 
pose que la variable 2 est indépendante et que la limite 
est positive : les résultats seraient inverses s'il s'agissait 
d’une limite négative. 
Cela posé, donnons, ce qui est permis, à la fonction 
inconnue R, la forme 
pit: 
1.2.3....(i+1) 


Y étant une autre fonction inconnue : on déterminera 


.Y(x, 4), 


évidemment des limites inférieure et supérieure de R,, 
si l’on assigne des nombres P, Q tels que l’on ait, pour 
toutes les valeurs de À, 


ERA FE REP PE 


nn SI LE Pl- 
BERLINE 1.2.3...(i+1) | F! 
le  ÉRCTUR (c) 
f(x+h)— fa+ifa+- ire RH f HAE 
hi * hit: 
+ —© fo x + 


1.004: 12208 TRS ae ! 


Soient o,4, o,h les premiers membres de ces inéga- 
lités : les fonctions o,, o, s'évanouissent quand on y fait 
h=—0o; donc les inégalités seront satisfaites, d’après la 
remarque précédente, si l’on a pour toutes les valeurs 
de À, 

d.?.h 
dh 


d.o,h 
dh 


DR — >0, 9, k — < 0, 


où 
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; PTS PAIN D 
fa+4)— | fat fat flat 


ue At) “Sn hi à | 
M Ce æ + DDR | > © , 


Ye h RE on 
PURE) fat A ia en LH 
hi—* h° | 
(i—x) dl 
ar l— 1 à FAN 1.2.3... Q | FA: 


Z:2:00 
Mais ok, o’,h sont aussi des fonctions de 2 qui s'é- 
vanouissent pour #—o : donc les inégalités (c’), et par 
suite les inégalités (c), seront LAGAER ES si lon a 


12 dique 1 d’ oh 
o RE EURE 03 és L'ÉTAT < 0, 
ou | 
hi—2 ; \ 


VI 4 h III ! 
F'a+4)— \/ a+ = flat A 


1.2.3... (1—2 


hi: 
A nes u | CAE 


D À 1! h 1 
f'(x+h)— F Z + J LH + 


+ 
(e”) 
DROLE. Rae A Er à 
129: Ts / # 
US 


Ti 1.2.3...(1—1) @ 


< O. 
/ 3 


En continuant ce raisonnement , on parviendra, apres 
1 différentiations successives, aux inégalités 
fÉHI(x+h)—P>o. | 
FEHI(z+h)—Q<o, | 
Or, ces inégalités finales, et par suite les inégalités 
primitives (c\, seront satisfaites, si l’on choisit pour P et 
pour Q respectivement la plus petite et la plus grande 
valeur que prenne la fonction dérivée 
fÜt)z, 


pour les valeurs de z comprises entre æ et æ+4-#. 


( ct+?) ) 
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Si cette fonction était constamment croissante ou de- 
croissante, de x à x—-h, on pourrait poser 
P— fÜH) (x), Q=fÜt) (x +4), 
ou inversement À 
D = fé (2 + 4), Q JU) (æ). 
Donc le reste R; a pour expression 
hit: LUNA 
T:9,.00. Ter 0 à (2408), 
6 désignant un nombre inconnu, compris entre o et 1, 
de manière que 44-44 tombe entre æ et 44}. 
Nous écrirons d’après cela 


Ame D: 2 PA, 
Jets + fat me À x + 


L fat. 


1,2 
CR RE fÉFI (x4+04). (A) 
EE 1.2.3...(74+1) 
Maintenant, s'il arrive que les valeurs numériques 
des fonctions 
F4) 2 
ue dépassent jamais une certaine limite À, pour toutes 
les valeurs de z comprises entre æ et x, et pour 
toutes les valeurs possibles de lindice de différentia- 
tion z, on aura numériquement 
hit: A 
R; NA RAS UE VEN TNT ALT TNT Le 
1.2.3....(1+41) 
et alors, quel que soit 2, on pourra toujours prendre ? 
assez grand pour que R; tombe au-dessous de toute 
grandeur donnée. Par conséquent , dans ce cas, la fonc- 
tion f(x-h}) sera la somme de la suite {b), prolongée 
à l'infini; ce que nous indiquerons en écrivant : 


| pi DHS pe à | 
Se+h}=fa+= fat flat fa + etc.  (B) 


Cette formule porte le nom du géomètre anglais 
Taylor qui l'a découverte, et l’on en fait un perpétuel 
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usage en analyse. On en a donné une foule de démons- 
trations : celle qu précède, telle que nous lavons pré- 
sentée, nous semble parfaitement rigoureuse; et nous 
l'avons préférée, non-seulement pour nous rapprocher 
de la marche de Pinventeur, mais parce qu’elle nous 
paraît très-propre à bien fixer le sens et l'étendue de 
cette formule fondamentale. 

100. Il sera bon, néanmoins, d'indiquer un autre tour 
de démonstration. On peut toujours poser 

fKx+h)=fx+ho(x,h), 

la fonction inconnue © devant être telle que le terme 
ho (x, ) se réduit à zéro pour —o. On tire de là 


(x, À) RER 


: ; 0 
expression qui se présente sous la forme —, et se réduit, 
oO 


comme on sait, à f'æ, quand on y fait #—o. D'après 


cela nous pouvons poser, 
p(æx, h) = f'x + ho, (x,h\, 
d'ou 


fa+h)=fe+ fat has, k), 
D) En ere PL 


, 0 
Cette expression de +, se réduit encore à —, pour —o. 
O 


Appliquons la règle générale [85] en prenant les déri- 
vées des deux termes de la fraction par rapport à 2:1l 


viendra 


PU homme 
17 1% | 12.07 
et en différentiant de nouveau, pour faire disparaître 


l’indétermination qui subsiste enéosez 


x 
2 (4, 0) —="— ») 
D F2 
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\ 


d’où 
l h2 «+ 

fe +) =fr+ fat fat ho(x, k) | 

Sans pousser ce calcul plus loin, on voit comment 
on retrouverait la loi du développement, après quoi on 
assignerait, comme ci-dessus , les limites du reste R,. 

101. Enfin , si l’on veut appliquer les règles élémen- 
taires de l'intégration déjà exposées [55], on trouvera 
de la manière la plus directe, non-seulement la loi du 
développement de Taylor, et les limites de R;, mais la 
valeur même de R; exprimée par une intégrale définie. 
En effet , quelle que soit la fonction f, pourvu que cette 
fonction reste continue entre les valeurs de la variable 


y r 1 ; 
désignées par x et par zh, on a 


a+h , 
T 
Pour mieux distinguer la variable courante x, sous le 
signe d'intégration, de la valeur æ qui entre dans l’ex- 


pression des limites, on peut écrire 
a+h 


f(e+h)—fe= f. ANA EN 

T 

ou bien encore, en changeant de variable, et en posant 
x'=x+h—32,dx ——dz, 


fe+fa [ Path) de 
Ph 
= f F(a+h 2) de 


La formule (8) du n° 55 devient , quand on y remplace 
æ par z, et quand on prend pour limite inférieure des 
intégrales z,—0, pour limite supérieure z—, 


h L h ; 
k 2. Vade=h.yh— (0). Yo) fl dde (d) 
Faisons dans cette formule F 

oz—f'(xt+h—z),Ÿz— 3, 


L4 
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d’où 
g(o) =f'(x+h),0h=fx, p(o)— 0, 4h — 4, 
pgz—=— f(x Hh—2z),V'z—:1: 
il viendra 


“er f(a+h—2)dz —=h f e+f zf"(æ+h—2)dz, 
et par suite 
fe+h)=fe+° 4 c+f zf"(x+h—2)dz. 
Introduisons maintenant dans la formule (d) la sup- 
position 
fa the), is, 


\ 


d’où 
p(o)=f'(x+h), oh —=f"x,4(o)=0o,4a—=1#, 
gz——f'(x+h— 32), Vs —z: 
nous aurons 
h h 
f 2f" @+h—s def let [ z'f""(x+h—:)dz, 
et en conséquence 
OR FAURE I LA 
Sa+h)=fr+-f dr er ete | Zf/{x+h—2)dz. 


On trouverait de même 


MES RAY 2 MTS 

rat rene ÉD Te a 
I À Li tk 

+ f #fa+h ads, 


et en continuant ce calcul de proche en proche, 


RE FAIR VA À 
SFR) fx ET eme rie : sf’ LH... 
hi 
7 PO A Aie) fe ze: 
LL 3 eue er _. cf z'f (æ+-h—2)dz 
Maintenant il est clair que si l’on désigne, comme ci- 


dessus , par P et Q la plus petite et la plus grande va- 
leur de 


- 


fÉI(x+h 2), 
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pour la série des valeurs de z comprises entre o et , 


hk | h + 
“A ZOO (x+h—2)dz > Pf z2' dy, 


h : 2+7x 
f NE ne ar 


on aura 


ou 


è 


Ur ‘ Z : 
car la dérivée de la fonction est zi dz [bo]. Il vient 
+1 | 


= 


par la même raison 


fe LA EUR (x+h— 2z)dz < 


donc la valéur de R; tombe entre 
P Ait: Qhit: 
st 2 — 
12-00 (rer) LD de rte 10 
et de plus on a 
1 


Je 
Ra — / g'fOH)(x4+h—z)dz, (e) 


Viol ii ar 


Q CE 
2-1 


valeur que lon pourra calculer exactement, ou par ap- 
proximation , à l’aide des procédés qui seront exposés 
plus tard, en supposant donnée la fonction f, et par 
suite la dérivée f 6+), 

102. Écrivons z au lieu de x dans la formule (A), et 
ensuite remplaçons par 4—z : cette formule deviendra 


PP a 
en posant par mn + 


PR Gt 6 
La DE hr FRET | 
Pour #—=0, la formule donne 
fx —fz2+(x—z)f [z+0,(x—2), 


0, désignant un nombre compris comme 6 entreoet1, 


5 ee” Vues 2 fôz+-g2, (+) 


mais en général différent de 4 ; et de là on tire, en rem- 


plaçant f'paro, 
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png t(æ—s)g [20 (æ—2)]. © (e) 

Mais d’après l'équation (+) on a évidemment pr=—0; et 

si l’on différentie cette même équation (@) par rapport 

à z, en supprimant à mesure les termes qui se détrui- 
sent, il restera 


plz — — (x— "a Ed 2 
1.2. 
d’où 
mass 
Jet (ea — CET pi top 6, Ce). 


En conséquence , on tire de l’équation (v”) 


st (2) 


EN RO 


FHICzH (a—z)], 


et l’on peut, dans la Éd (A), remplacer l’expression 
du reste R; 


hits 
par cette expression Fashion. due à M. Cauchy, 
(1 —0,} Aït 


0 0 TR PT 


F9 (æ4 02), 


Le - JET (& + 0,h). 


103. De quelque manière que l’on arrive au déve- 
loppement de Taylor , ce développement n’a de sens 
qu'autant que l’on conçoit la suite des termes obtenus 
complétée par un reste, qui peut, dans certains cas, 
décroître au-dessous de toutes limites, ce qui permet 
de considérer la série prolongée à l'infini comme équi- 
valente à la fonction proposée. Dans cette hypothèse, il 
faut bien que la série soit convergente ; mais la réci- 
proque n’est point vraie, et la série prolongée à l'infini 
pourrait être convergente sans que le reste R;, qu'il 
faut toujours calculer directement, allât en décroissant 
indéfiniment. Dans ce cas la série de Taylor serait en dé- 

T. À: 12 
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faut, la somme de la série convergente ne coïncidant 
pas avec la fonction donnée. 

Pour se convaincre de la vérité de cette proposition, 
il suffit de considérer que, dans tous les raisonnements 
qui précèdent, la fonction fr est supposée quelconque : 
elle peut être mathématique ou empirique; il suffit, pour 
l'application des formules , que cette fonction et ses dé- 
rivées de tous les ordres n’éprouvent aucune solution de 
continuité correspondante aux diverses valeurs de la va- 
riable , de x à x+A inclusivement. Cela posé, le tracé 
de la courbe y—f3 étant arbitraire entre les valeurs z=x 
et z—x+h,et ne dépendant point de la forme de la 
courbe dans le voisinage du point initial, il serait absurde 
que les quantités, 

fx, f'x, f'x,f"x, DE CPE 

qui toutes se rapportent au point initial, déterminassent 
implicitement le tracé de la courbe dans tout l'intervalle 
que l’on considère. Par conséquent, f (x+-h) ne peut pas 
en général être déterminée par la série des quantités fr, 
Pæx,....., même prolongée à linfini. Mais du moment 
que l’on a égard au reste R;, pour l’évaluation duquel il 
faut ténir compte de toutes les valeurs de la fonction, 
dans l'intervalle de x à x+4h, la difficulté disparaît, et 
rien ne saurait infirmer la légitimité du développement. 

A la vérité, on pourrait supposer que, si deux fonc- 
tions f2,/,2Z, non identiques dans l’intervalle de z=—x à 
z—1+4-h, étaient telles néanmoins que l’on eût 

fix fr irfranf "trefle, niv. (f) 

jusqu’à l’infini, l’une au moins de ces fonctions devrait 
subir, pour z—x, une solution de continuité d'un 
ordre quelconque, ce qui suffirait pour qu’on ne pût 
pas prolonger à linfini la série de Taylor , et ce qui ren- 
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trerait dans une exception déjà signalée. Effectivement 
nous avons admis déjà [37] et nous démontrerons plus 
loin que, si les fonctions /z, f;z sont déterminées, expli- 
citement ou implicitement, par des équations algébri- 
ques, la série des équations ( f ) entraînera l'identité des 
deux fonctions; en sorte que, si les deux fonctions 
avaient dans une partie de leur cours la même expres- 
sion algébrique, et dans une autre portion de leur cours 
des expressions algébriques non identiques, elles éprou- 
veraient nécessairement, au passage d'une expression à 
l’autre, une solution de continuité d’un ordre quelcon- 
que. Mais rien n’autorise à généraliser cette remarque 
en l’étendant aux fonctions empiriques, ni même aux 
fonctions transcendantes, comme M. Cauchy l’a montré 
sur un exemple bien simple. 
Prenons en effet 


f.z=fz + e ° 
{2 restant quelconque. Nous avons vu [89] que, pour 
z=—0, les dérivées de tous les ordres de la transcen- 


HE 
dante « ” s’évanouissent avec la transcendante dont elles 
dérivent : par conséquent, pour x —0, on aura 


rte, ref nee 6 a | 
jusqu’à l’infini, bien que les fonctions f'et f, restent 
distinctes pour toute autre valeur de z. 

D'après cela, le développement de f 2 par la série de 
Taylor, prolongée à l'infini, ne différera point du déve- 
loppement de fh; et si la série de Taylor ainsi pro- 
longée est convergente et a pour somme f A, le même 
développement , quoique convergent, sera fautif quand 


on l’appliquera à la fonction f.. 
12. 
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Désignons en général par oz une fonction de z telle 
que, pour une valeur particulière z=—x, on ait 

OO = DO DIE ANA UE 
jusqu’à l'infini; et soient R®, RO les restes de la série 
de Taylor pour les fonctions 
fa+ nf e+ D =fte + +9 (et), 
il faudra évidemment qu’on ait, quel que soit l'indice à, 
RG) — RO — 9% (x + À), ; 

ce qu'il serait d'ailleurs facile de retrouver à posteriort, 
au moyen de l'expression du reste en intégrale définie. 

104. Le nombre de termes dont se compose la série 
de Taylor n’est limité que dans un cas, savoir : quand 
fx est une fonction algébrique entière; car alors, » dé- 
signant le plus haut exposant de + dans cette fonction, 
la dérivée du 77° ordre est une quantité constante, 
et les dérivées des ordres supérieurs s’évanouissent [60 |. 

Si l'on pose fx—2", la série de Taylor donne, 
pour un exposant quelconque »2, le développement de 
(x4+h})", et coïncide avec la formule de Newton, qui 
se trouve ainsi démontrée pour un exposant quel- 
conque, comme nous l’avions annoncé [66 es 82]. On 
a en même temps 
Ri — PURE" CEE) 2f ZX 4h) Mi dz. 

o 


ADR EE CT 

105. La série de Taylor, par sa généralité, avait déjà 
fixé depuis longtemps l'attention des analystes, lorsque 
Lagrange imagina de la prendre pour base de la théorie 
des fonctions, et par ce moyen d’éluder, à ce qu'il croyait, 
dans le passage de la discontinuité à la continuité, l’em- 
ploi de toute notion auxiliaire de limite, de fluxion ou 
d’infiniment petit. À cet effet, Lagrange admet qu’une 
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fonction quelconque, ou du moins qu’une fonction ma- 
thématique quelconque f(x+-A) peut se développer en 
une série telle que 


fr +ox .hi4+o,x. 84 ox. AY + etc. 


Il montre, en s'appuyant sur la nature algébrique 
de la fonction , que ces puissances ne peuvent être ni né- 
gatives, ni fractionnaires, tant que x et À restent indé- 
terminés. Car d’abord, si la série contenait des, puis- 
sances négatives de 2, en y faisant À —0o, les termes 
affectés des puissances négatives deviendraient infinis, 
et, par conséquent, fx aurait une valeur infinie, ce qui 
ne peut arriver que pour des valeurs Feet de x. 
En second lieu, si la série contenait un terme affecté 
de la puissance fractionnaire £, d’après les propriétés 
des radicaux, ce terme aurait autant de valeurs distinctes 
qu'il ya d'unités dans le dénominateur g ; en sorte que, 
pour un même système de valeurs de x et de fx, f(x4-4) 
aurait plusieurs valeurs distinctes ; ce qui ne peut arri- 
ver que pour certaines valeurs particulières de x et de 
fx, par la même raison qu’il est impossible que tous les 
points d’une courbe soient des points de rencontre de 
plusieurs branches de la courbe. 

On peut donc admettre que le développement de 
f(æ4-h) est donné d’une manière générale par la for- 
mule 


Ja+h)= fr+ho.z + lo, x +h 9,2 + etc. ; (4 
et, ceci posé, Lagrange appelle la fonction o,x la dé- 
rivée de fx, en la désignant par la notation f’x, pour 
mieux rappeler la liaison qui existe entre fx et o;x. Le 
mode de dérivation ainsi défini, il ne lui est pas diffi- 
cile de trouver la loi suivant laquelle les fonctions o,x , 
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03€... - dérivent de f'a, et d'écrire dans sa nota- 
tion la formule de Taylor 

h (4 k° 11 5 11 
f(x +h)=fx+ nl x + nt Z +- nes æ-+-etc. 


Il suffit maintenant de substituer successivement à fx 
les fonctions élémentaires x”, log x, sin x, et de trou- 
ver, par les méthodes algébriques connues, les premiers 
termes des développements des fonctions (x+-A}", 
log (x), sin (x), suivant les puissances de L, 
pour en conclure les premières dérivées de ces fonctions 
élémentaires, et par suite leurs dérivées des ordres su- 
périeurs, comme aussi les dérivées des fonctions quel- 
conques, composées de ces fonctions élémentaires. 

C’est ainsi, selon Lagrange, que la théorie des fonc- 
tions se trouve ramenée à une simple application des 
règles du calcul algébrique ordinaire. On peut consulter, 
pour le développement de cette idee fondamentale, les 
deux traités spéciaux que ce grand géomètre y a consa- 
crés, la Théorie des fonctions analytiques et les Lecons 
sur le calcul des fonctions. 

Mais si ces deux ouvrages, à cause du nom imposant 
de leur auteur, ont été d’abord accueillis, par toute une 
génération de jeunes géomètres, comme fixant les bases 
de l’enseignement, un examen attentif a dû montrer 
qu'il s’y trouve un de ces paralogismes métaphysiques 
dans lesquels les plus grands maîtres peuvent tomber, 
lorsque la nature de leur sujet les force à sortir de la- 
nalyse et de la synthèse scientifiques, pour entrer dans 
la critique des idées qui sont les matériaux mêmes de 
la science. 

En effet, le développement en série n’a de sens que 
lorsqu'il mène à une série convergente, ou mieux en- 


FORMULE DE TAYLOR. 185 


core lorsqu'il est démontre que le reste de la série tend 
sans cesse vers la limite zéro quand le nombre des termes 
croit indéfiniment. Toute induction tirée d’un dévelop- 
pement en série non, convergente manque de solidité, 
et peut conduire, comme des exemples le font voir, à 
des résultats fautifs. La méthode de Lagrange n’a donc 
point l'avantage d'éliminer la notion des limites ou 
toute autre équivalente. La nature des choses et les 
lois de l’entendement exigent ici l'emploi de l’une de 
ces notions auxiliaires, dont le simple développement 
par l'algèbre du principe d'identité re peut tenir la 
place. 

D'ailleurs, les raisonnements indiqués ci-dessus, et 
qui servent à justifier la forme attribuée à la série (A), 
outre qu’ils reposent sur un principe subtil et sujet à con- 
troverse, suivant que l’on regarderait l'ambiguïté des si- 
gnes des radicaux comme le résultat d’une convention 
ou comme un fait nécessaire, ne peuvent en tous cas 
s'appliquer qu'aux fonctions algébriques : tandis que la 
théorie des fonctions, comme nous nous sommes atta- 
ché à le faire voir, doit essentiellement comprendre les 
fonctions continues quelconques, et former un corps de 
doctrine qui subsiste indépendamment des applications 
à l’algèbre. Le développement en série n’est qu’un ar- 
tifice de calcul , et ne peut convenablement servir à éta- 
blir des lois et des rapports dont l'existence est indépen- 
dante de nos procédés artificiels. 

106. On dit que la formule de Taylor tombe en dé- 
faut, lorsque la valeur particulière de x que l’on con- 
sidère, rend infinie la fonction fx ou ses dérivées à par- 
tir d’un ordre quelconque. Alors, en effet, si la fonction 
f est algébrique, la fonction f(x+4-A) est susceptible de 
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se développer en une série qui contient des puissances 
négatives ou fractionnaires de À, mais qui n’a de sens 
qu'autant que l’on peut faire converger indéfiniment 
vers zéro le reste de la série. Soit, par exemple, 
TL 
fr PER Sy ) 
m désignant un nombre positif, et ox une fonction qui 
prend, ainsi que toutes ses dérivées, une valeur finie 
quand on y fait æ—1. La fonction (14h) pourra se 


développer en série contenant des puissances négatives 
de 2, car on aura 


1+A k=tm—1) k 
VA (+4) = (1) + En (1) +. 


(m—2) 


p'(1)+ etc. 


1,2 


Si la fonction algébrique f ne devient pas infinie, 
mais que ses dérivées le deviennent à partir d’un ordre 
quelconque, il est clair que son développement ne peut 
contenir uniquement des puissances entières et positives 
de À : car alors ses dérivées pourraient se développer 
aussi suivant les puissances entières et positives de k, 
et, par conséquent, ne deviendraient pas infinies pour 
hR—0; tandis que, si le développement de la fonction 
proposée contient des puissances fractionnaires et posi- 


tives de 2, telles que Ha, et si »2 désigne le plus grand 
nombre entier contenu dans ?, la différentiation amè- 
nera, dans le développement des fonctions dérivées de 
l'ordre 71 et des ordres supérieurs , des puissances 
négatives de A. 

Ce cas se présente toutes les fois que fx contient en 


p 
numérateur un radical de la forme (x—4a)s , et qu'on 
y donne à x la valeur particulière 4. Soit, par exemple, 
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Jar = ox + 4x De 
® et Y désignant des fonctions algébriques entières, qui 
ne s’évanouissent pas pour x—1 : toutes les dérivées de 
fx, à partir de la première, deviendront infinies pour 
la même valeur de x, et la formule de Taylor tombera 
en défaut. Mais si l’on substitue directement 1H à x, 
il viendra 


fa+k)=e(i+)+u(r+ 2). VA Va ; 
et ainsi, en développant par la série de Taylor, suivant 
les puissances entières de 2, les fonctions 


(+4), p(i +2), V4, 


on obtiendra f (1h), exprimée par une série qui ren- 
ferme des puissances fractionnaires de X. 

Quand la première dérivée de fx qui devient infinie 
pour la valeur particulière x—a, est la dérivée de 
l’ordre ëL2, on peut employer la série de Taylor en 
l’arrêtant au terme affecté de Ai , et en évaluant le reste 
R; par la formule (e) qui subsiste toujours, puisque 
FH) n’éprouve point encore de solution de continuité 
du premier ordre; ou en s’assurant, par la considéra- 
tion des limites de ce reste, qu'il est d’un ordre de 
grandeur tel qu'on puisse le négliger. 

107. Lagrange emploie un raisonnement semblable à 
celui qui a été indiqué ci-dessus [105] pour montrer & 
Priort que la fonction f(x4-) doit renfermer dans son 
développement des puissances fractionnaires de 2, quand 
des valeurs particulières de x font évanouir les radi- 


p 


caux qui entrent dans fx. En effet , le radical (x—a)" 
donne à la fonction autant de valeurs distinctes, réelles 
ou imaginaires, qu'il y a d'unités dans le nombre en- 
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üer g. Comme ce même radical se reproduit dans les 
coefficients différentiels de fx, tant que x reste indé- 
terminé, ces coefficients prennent eux-mêmes, comme 
cela doit être, un nombre g de valeurs différentes. 
Ainsi il y a, à proprement parler, autant de fonctions 
f(x+h) et de développements distincts, que le radical 
dont il s’agit comporte de valeurs. Mais si l’on donne 
à x la valeur particulière a , le radical disparaît de tous 
les coefficients de la série de Taylor - 


Ja, f'a, f'a, etc. ; 


tandis qu'il subsiste dans la fonction f(aHh), où il est 


? 
devenu 2. Donc la série, dans sa forme ordinaire, ne 
peut plus alors représenter la fonction , puisque celle-ci 
a plusieurs valeurs, tandis que la série n’en aurait qu’une : 


donc il faut que le développement de f(a+-h) contienne 
P 


des termes affectés du radical °. 

Remarquons d’ailleurs qu'un radical contenu dans fx 
peut disparaitre de deux manières distinctes pour des 
valeurs particulières de x : 1° parce que la quantité sous 
le signe radical devient nulle; 2° parce qu’un facteur 
affectant le radical s’évanouit. Ce dernier cas ne doit 
point, d’après les mêmes principes, faire exception à la 
formule de Taylor. Soit en effet | | 

2 

(æ—a,)" (x—a y 

p 

un terme qui introduit dans fx le radical (x—4)" : 
ce terme disparaissant pour la valeur 2—4,, laquelle 
fait évanouir le facteur (x—a.)". Comme l’exposant 
du binôme z—a,, supposé entier et positif, diminue 
d’une unité à chaque différentiation, il y aura, dans 
les dérivées de fx de l’ordre 7 et des ordres supé- 
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rieurs , des termes où ce binôme cessera d’affecter 


P 
comme facteur le radical (x ae d’où il suit que le 
développement par la série de Taylor de la fonc- 
tion f (ah), prolongé au moins jusqu’au terme de 
rang /2—1 inclusivement, conserve autant de va- 


D 
leurs distinctes que le radical (xæ—a) en attribue à 
f(a+h). 
Il ne faut pas conclure de ce qui précède, avec quel- 
ques auteurs, qu’en pareil cas la série de Taylor doit 
au moins être prolongée jusqu’au terme inclusivement 


où reparaît le radical (2—a) 1 : car ce radical subsiste 
toujours, avec la multiplicité de ses valéurs, dans l'in- 
tégrale définie qui exprime la valeur du reste R;, quelle 
que soit la valeur de l'indice z ; et il faut toujours tenir 


compte du reste de la série pour donner de la rigueur 
aux raisonnements. 


On voit, par exemple, que, si le facteur qui affecte le 
radical était une fonction transcendante de la nature 
de celles indiquées ci-dessus [ 102], qui deviennent nulles, 
ainsi que toutes leurs dérivées, pour certaines valeurs 
de x, le raisonnement de Lagrange ne serait plus applica- 
ble; et l’identité entre le développement et la fonction 
développée ne pourrait subsister qu’autant qu’on arrête- 
rait la série à un terme quelconque, en tenant compte 
du reste. 

108. Lorsque la fonction fz ou ses dérivées, à partir 
d'un ordre quelconque, éprouvent une solution de con- 
tinuité du premier ordre, non plus pour la valeur ini- 
tiale zx, mais pour une valeur z—a comprise entre 
zx et z==x-h, la formule de Taylor, dès Pinstant 
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qu'on y fait À—ou >a—x, doit être inapplicable , aussi 
bien que si la solution de continuité se rapportait à la 
valeur initiale : cepend@nt la métaphysique de La- 
grange ne s'applique pas à ce cas, et l’on n’est pas dans 
l'usage de le considérer comme un cas de défaut de la 
formule de Taylor. Mais du moment que l’on tient 
compte du reste R; , comme cela doit toujours se faire, 
le défaut se manifeste par l’impossibilité d’assigner des 
limites au reste, ou de l’évaluer en intégrale-définie, 
quand la fonction sous le signe / passe par l'infini, que 
ce soit à la limite ou dans le cours de l’intégration. 


$ 2. Formule de Maclaurin et ses applications. 


109. Si l'on fait dans la formule (B) x—0, ce qui 
donne 


( R ‘tr pe a kshlaur 
fa=f(o)+7.f (+2 flo). f" (0) +ete., 
et qu'on écrive ensuite + au lieu de À, il viendra 
J=f(0) (G). 


en sorte qu’on aura résolu de la manière la plus générale 


I {114 


le problème qui consiste à transformer une fonction 
quelconque en série ordonnée suivant les puissances en- 
tières et ascendantes de la variable. On pourrait trou- 
ver très-simplement la loi de cette série par à méthode 
connue des coefficients indéterminés, sans passer par 
la formule de Taylor. Admettons, en effet, que la fonc- 
tion fx soit susceptible de se développer en série con- 
vergente procédant suivant les puissances entières et 
ascendantes de x, et posons 


fx = À + Br Rp Cr 4 Dr pete. : 
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on aura, en différentiant, 
f'æ =8B + 20x + 3Dzr' + etc. , 
fx —2C+2.3Dx+ete., 
fx = 2.38. D + etc., 
etc. 
Faisons dans toutes ces équations 4—o : il viendra 


A—f{o), B—f(o), C—° fo), D — sf" (o), etc. 


C’est par ce procédé ( dont on ferait pareillement 
usage pour établir la loi de la série de Taylor) que Mac- 
laurin a obtenu la formule (C), qui porte encore son 
nom, quoiqu’on ait revendiqué dans ces dernières an- 
nées la priorité de la découverte en faveur du géomètre 
Stirling. D'ailleurs, on ne doit pas regarder cette for- 
mule comme essentiellement distincte de celle de Taylor: 
seulement la formule de Taylor a plus de généralité, en 
ce qu’elle subsiste tant que x et 2 conservent leur indé- 
termination , et ne tombe en défaut, d’une manière ou 
d'une autre, que pour des valeurs particulières attri- 
buées à ces lettres; tandis que la formule de Maclaurin 
n’est applicable qu'autant que la fonction fr n’éprouve 
pas de solutions de continuité, pour 4=—o. 

La série de Maclaurin doit, comme celle de Taylor, 
et par la mème raison, être complétée par un reste. Soit 
r, le reste de la série de Maclaurin, arrêtée au terme de 
rang #1, en sorte qu'on ait 

fa=fo)+=f(0)+ RE 


î 
DA 


JO (6) +7 , 


1:2,9,::6 
l'expression de r; en intégrale définie sera évidemment, 
d'après ce qui précède, donnée par l'équation 


TL 
gi ape a fÜH)(x —2) da : 


AU T 9, L 
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la valeur de r; tombera entre 
its ii 
I ae (+1). FF et PRES 
P, q désignant la plus petite et la plus grande valeur de 
fF) (x—2), entre les limites z=—0, z—x, ou celles de 
fF)z'entre les mêmes limites. 

Si l’on désigne par 0, 6: des nombres compris entre 

o et 1, on aura encore pour r; ces deux expressions 
it: D gite 
art A LEE dan 1 Ne 

Ces explications pouvant suffire, nous allons passer 
à l'application remarquable que l’on fait de la formule 
de Maclaurin au développement des fonctions logarith- 
mique, exponentielle et circulaires. 

110. Si nous voulions développer la fonction log x 
suivant les puissances positives et ascendantes de x, nous 
trouverions que cette fonction et ses dérivées dés divers 
ordres deviennent infinies pour 4—0, en sorte que la 
série de Maclaurin tombe en défaut. Mais en prenant 

fx=log(i+zx), 
et en supposant toujours, pour plus de simplicité, qu'il 
s’agit d’un logarithme népérien , nous trouverons 


x I ; I à 1.2 
f'(æ) ani del MERS a (14) ? 
. 1.2.9...:.(i—1) 
JO Lo) ? 

suivant que £ est pair ou impair; d'où 

PER VA er pee MERCRE  L Lt, 2 A QE 

O BE — — etc, 

8 (+ 5-7 MANS »  () 


série convérgente, tant que .r est compris eéntre—1 
et 1. A la limite supérieure x—1 , la série est encore 


convergente ; car on a 


I I 1 
log 2 —1— -+: —- + 
DEL 


de = etc. , (7) 


OÙ = 
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et l’on sait que toute série dont les termes , alternative- 
ment positifs et négatifs, vont en diminuant, est néces- 
sairement convergente [26]. 


Si lon fait x——1 , il vient 
| FE vos Snomebieinr sr 
ogo—— |: à UT ED Pas 

On sait que zéro a pour logarithme infini négatif : donc 
la série 

I + à = : E —+- etc 
est divergente, ce qui se démontre d’ailleurs directement. 

On a 
IT 
| Log (TE) = og ( 14+z7)—log(r1 —x) 

Juris 

A) dre Re |: (#) 
Si l’on fait ensuite 

1+x TU PELAUEN, 
ete d'abb Momannl 

il] viendra : | 

y {+4 

log (x +1)= log ( : ) — log (n4-v) —log nr 
3 5 
jp GE) 2) 
Sn 73 274 v, DL IN + V 7 \an+v | * (0 


Cette dernière série est toujours très-rapidement conver- 
gente pour des valeurs entières des nombres x et y, et elle 
fait connaitre le logarithme du nombre 7 quand ce- 
lui de z est connu. On ne calculera , bien entendu, par 
le moyen de cette série que les logarithmes des nom- 
bres premiers : les autres s’obtiendront par de simples 
additions ; et pour cela on aura soin de calculer les loga- 
rithmes des nombres premiers avec un plus grand 
nombre de décimales qu'on n’en veut conserver dans 
la table. 
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Supposons #—1 , v—1 : comme le logarithme de l'u- 
nité est zéro, on aura 


] AR I I I I - ) 
ga 2 (ppp ete. e 


série bien plus rapidement convergente que la série (7), 
et dont il suffit de calculer un petit nombre de termes 
pour trouver 


J0g2—10,69914718 UE 0 
Par conséquent 
log 4 — 1,38629436. ..... 
En faisant dans la série (/) 7—4, v—1 , il viént 
; I I I I 
log bi log 4 +- 2 (Cr een a 7.9 + etc. ) 9 


d’où 
log d — 1,60943791. . . . .. 

Le troisième terme de la série n’influe déjà plus que 
sur le chiffre de l’ordre des millionièmes , et le cinquième 
serait tout à fait insensible dans le calcul des tables or- 
dinaires. 

La somme des logarithmes de 2 et de 5 donne le lo- 
garithme népérien de 10, égal à 2,30258509..... 

En divisant par ce nombre l'unité qui est le loga- 
rithme vulgaire de 10, on a [64] le logarithme vulgaire 
de e, ou le module des logarithmes de Briggs, égal à 
0,4342944819..... 

Avec ce module on forme les logarithmes vulgaires 
de tous les nombres premiers dont on a préalablement 
calculé les logarithmes népériens. 

L'analyse fournit des méthodes encore plus expédi- 
tives pour calculer les logarithmes ; mais toutes ces mé- 
thodes, y compris celle dont nous venons de donner 
une idée, n'ont été imaginées que lorsqu'on possédait 
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depuis longtemps des tables calculées par des procédés 
bien plus laborieux. 

111. Toutes les dérivées de la fonction e* étant iden- 
tiques avec la fonction primitive, se réduisent comme 
elle à l'unité pour x—0. En conséquence la formule de 
Maclaurin donne 
PE ANR Re Put MN AMAR 

I 1.2 0 I.20 00 203,4 D /I.2.0,410 
série qui finit toujours par converger, quelle que soit 
la valeur donnée à +. En effet [26], si l’on désigne par 
y: le terme de cette série qui en a # avant lui, il viendra 
PRINT 
er 
rapport qui converge indéfiniment vers la limite zéro, 


quel que soit x, quand 7 prend des valeurs de plus en 
plus grandes. 


HAétCt, (re) 


En faisant x — 1, nous retrouverons l'expression du 
nombre e en série, telle qu’on l’a déduite de la formule 
du binôme [61 |. 


D'après les formules (d) du n° 67 on trouve aussi 


k x? TL” Æ) 
SANT ——— | D CIC: m 
TUE 0 33 110213/4.9 É12-324:5:0.7 4 ». (2) 
x? Tx* x° Le 
COSLTEI — — + © — — ———, + etc. m 
RS TEA RYT 1.2.9.4.5.6 (me) 


Ces séries très-remarquables, données par Newton, 
jouissent, comme la série (#2), de la propriété d’être tou- 
jours finalement convergentes , quel que soit x, en sorte 
qu’elles s'étendent aux arcs qui surpassent la circonfé- 
rence où un nombre quelconque de circonférences. On 
pourrait s’en servir pour calculer des tables de sinus et 
de cosinus raturels, dont on calculerait ensuite les lo- 
garithmes au moyen de la série (#); mais c’est par des 


méthodes plus élémentaires qu'ont été effectivement 
T. I. 13 
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construites les tables trigonométriques pour les besoins 
de l'astronomie, bien avant le siècle de Newton. 

Les series (72), (m2,), (m,) étant convergentes pour 
toutes les valeurs de x, rien n'empêcherait de partir 
de ces séries et de poser à priori 


2 mMÈ \ 


Fa 
VT— IF + + ———— + eic., | 
IN TU Er 0220 
£ + M a 
LT ENT Ta ENT INR \ (nn) 
L to A Lin: Dean AE? à () 
Le “as - | 
MT Lip etc 
dé A MN LE NM A 


puis, de déterminer les propriétés des fonctions 4,f, j, 
d’après les propriétés des séries convergentes dont elles 
sont les sommes. On trouverait ainsi 
ÿ (Oo) = MST (OO ENT lo em; | (6) 
NU ARS et NN A RS / 

et de ce système d’équation on pourrait, comme on l’a 
indiqué au chapitre IT du présent hivre, déduiré toutes 
les propriétés des fonctions %.f,/. Les équations (7) 
donneraient même directement ces propriétés, sans qu’on 
eût besoin de passer par lintermédiaire des équations 
(o). Ainsi lon trouverait, par la forme même des séries, 

DOMAINE T DE CENNT ET 

V(— av i)=fx — fr, Va, 

(Re) + (fe) æa, 

td) kr O7 Hs ft ete, 
Mais, quoique cette marche soit logiquement rigoureuse, 
elle ne nous semble pas convenable dans une exposition 
didactique où l’on doit surtout rechercher l’enchaïne- 
ment rationnel des théories. En général, les fonctions 
sont caractérisées, dans l’ensemble de leur cours, par la 
loi de leurs accroissements différentiels ; et ce n’est que 


sous de certaines conditions qu'elles peuvent être expri- 
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mées (aussi dans toute l'étendue de leur cours), par des 
séries convergentes pour toutes les valeurs de la varia- 
LÀ à 

112. Dans les applications qui font lobjet des deux 
numéros précédents, nous n’avons fait que constater la 
convergence de la série de Maclaurin. À la rigueur, on 
est tenu de prouver directement que ces développements 
convergents ont pour sommes les fonctions développées, 
ou que le reste 7; tombe au-dessous de toute grandeur 
donnée, pour des valeurs convenables de £. Or, le reste 
r;, dans les développements (?), (m2), (ru), (m2), est ex- 
primé par 


% at PAR: : 
sa (Ha) (i+Ox) Ft 1.2.3... .(4-1) Fu 
. GET sin 


TA 16248 re rh eos 
Les deux dernières expressions donnent pour la valeur 


ee r à ù 
numerique du rapport Eu une fraction qui peut tom- 


L 


ber au-dessous de toute grandeur donnée, quel que soit 
x, pourvu qu'on prenne pour £un nombre suffisamment 
grand. La même condition est satisfaite, à l'égard de la 
première expression de 7;, dès qu’on prend pour # un 
nombre positif. 

113. On tire de la formule (/) du n° 95 


I 1+HV/_r. tang æ 
pre log a A ; 
UT Del -r ans t 


(‘) M. Cauchy a donné dans ces derniers temps une règle très-re- 
marquable, pour fixer les conditions de la convergence du dévelop- 
pement d'une fonction suivant les puissances entières et positives de 
la variable indépendante. Désignons par | 

o (cos do + VAE sin pr (cos 0, +- V/—r.sin 0:), p2(cos 0, 4- Vas ain), etc: 
13, 
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et en développant le logarithme par la formule (4), 
æ=tang x —+#tangz ++tang*x—Ltangx +etc..  (p) 
Cette dernière série a été donnée par Leibnitz. La con- 
vergence ne subsiste et par conséquent la série n’est 
applicable que par les valeurs de tang x comprises entre 
— Let +1, ou pour les valeurs de x comprises entre 
— +7 et +7, quoique la fonction tang x reste conti- 
uue entre les limites t—— {x et x— 7. 
À la limite x —}#7, la série { p) est encore ‘conver- 
sente, et 1l vient 
T LHULUR 1 
PRE AL CRE etc. ; 
mais la convergence est trop lente pour que cette série 
puisse servir à calculer commodément la valeur du 
nombre transcendant x. Si l’on prend pour x l’are de 30° 


des valeurs réelles ou imaginaires, qui, mises à la place de x, ren- 
dent infinie la fonction fx ou sa première dérivée f’x, ou bien 
qui satisfont à l’une des équations 
ai fi 1 
Fa 0 ; Fa —10: 

ces valeurs seront réelles et positives ou négatives, si les nombres po- 
sitifs ou négatifs 6,, 0,, 0,, etc., deviennent des multiples pairs ou 
impairs de x; quant aux nombres po, pr, p2, etc., auxquels M. Cau- 
chy est dans l’usage de donner le nom de modules, on peut les re- 
garder comme essentiellement positifs. Cela posé, le développement 
de fx en série procédant suivant les puissances entières et positives 
de æ, sera convergent pour toute valeur de x, réelle ou imaginaire, 


p(cosô+ VV” 1.sin6 ), 


dont le module p tombera au-dessous du plus petit des modules p,, 
Pr, P2, ete. On conclut immédiatement de cette proposition, que toute 
fonction périodique, telle que sin x, cos x, qui ne devient infinie, 
non plus que sa première dérivée, pour aucune valeur réelle ou ima- 
ginaire de x, se développe suivant les puissances entières et positives 


de x en série convergente , quel que soit x. 
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I 
dont la tangente est VA la formule donnera 
T I ( on I sé ete.) 
FU LE f Éest Li 2 Le — — —, 2 . 
6 13 RAID TEE MUIPTE 
C’est par cette dernière série que Lagny a calcule le 
nombre x avec 127 décimales. On connaît d’ailleurs 
d’autres développements propres à donner beaucoup 
plus rapidement encore la valeur de 7. 
On tire de la formule (5): 
I +-x I 
— log (1+x)—|Îlo (: :) 
= log (1 +7) log (rt > 


I 


I I ; I I SANTE Ep, ï 
ra Cm la PR a) Ni ELCe 
TEE 2 x? 3 x? 4 x 
A la vérité, cette nouvelle série , est divergente pour 
toutes les valeurs réelles de x ; mais, si nous donnons à 


log X — log ( 


+ la’ valeur imaginaire V1, on aura 


1 mzV it —mzV —1 
—€ 


log Le 7 PAERRE AE nee en À PAR sin MZ ; 


et par suite la formule précédente deviendra, après qu'on 
aura divisé par 21”, 
I 12. TS re 
—Z—=Sinz——5$sin 23 -sin 3z — - Sin 42 + etc., 
2 2 3 4 


Cette nouvelle série est évidemment convergente, quel 
que soit z; mais elle n’a pour somme £z que quand 
A 1 
valeur de z est comprise entre les limites — 5x, + ir. 
Le lieu géométrique de l'équation 


3 
serait un système de portions de droites parallèles 
MN, MN, MN, MN”, ...... (fig. 35) 


ayant respectivement pour équations en termes finis [37]: 


x TES METRE | Gare \ 
J=sinx— > sin 2% + CET A Haies (q) 
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1, à I I I , 
= (TH 7) AREA F= Gr)r= Ter) EL 


Les points N, M”, ont pour abscisse commune OP—7; 
mais l’équation(g),quand on y fait x— 7, ne donne pour 
la valeur de y, ni l’ordonnée PN, ni l’ordonnée PM’, 
égale et de signe contraire. On tire de cette équation 
y=—=0, c’est-à-dire une valeur de y égale à la demi- 
somme des ordonnées PN, PM’. La même chose arrive 
quand on prend pour zx un multiple positif ou négatif 
de 5[38]. Nous reviendrons dans la suite sur cette par- 
ticularité essentielle du développement des fonctions dis- 
continues; et nous retrouverons l'équation (4) comme 
un cas particulier de formules beaucoup plus générales. 

114: Le développement d’une fonction en série pro-. 
cédant suivant les puissances de la variable, conduit au 
développement des fonctions en séries d’exponentielles : 
car, soit fx la fonction proposée : si l’on fait | 

LE MOPE YOU 21e 

elle deviendra f (log z)—Fz, et pourra, en général, 
se développer suivant les puissances de z. Soit Az” un 
terme du développement; quand on y mettra pour 3 sa 
valeur, ce terme prendra la forme A e"*; et ainsi la fonc- 
tion f se trouvera développée en série d’exponentielles. 


em rtrene © érase—— - 
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115. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonc- 
ons d’une seule variable, c'est-à-dire , des grandeurs 
dont la valeur est déterminée par cela seul qu'on assi- 
one la valeur d’une autre grandeur variable dont elles 
dépendent ; mais plus généralement la valeur d’une quan- 
tité dépend des valeurs que prennent plusieurs autres 
quantités susceptibles de varier, chacune séparément et 
indépendamment des autres : ce qu’on exprime en di- 
sant que la première quantité est une fonction de plu- 
sieurs variables indépendantes. 

Ainsi l'intensité de la pesanteur terrestre varie avec 
la hauteur du corps pesant au-dessus du niveau des 
iners, et elle varie aussi avec la latitude. Ces variables 
sont indépendantes; car on peut concevoir que la hau- 
teur change sans que la latitude varie, et réciproque- 
ment. Si la figure de la terre s’écartait sensiblement de 
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celle d’un sphéroïde de révolution, l'intensité de la pe- 
santeur varierait encore avec la longitude, et devien- 
dçait une fonction de trois variables indépendantes. 

Quand un corps solide, primitivement échauffé d’une 
manière uniforme, se refroidit, la température en cha- 
que point de la masse varie avec le temps : elle varie 
aussi, au même instant, d'un point à un autre; car les 
molécules voisines de la surface par où la chaleur se 
dissipe, doivent arriver à une température rapprochée 
de celle du milieu ambiant, plus tôt que les molécules 
placées dans la partie centrale du corps. La température 
en chaque point de la masse est donc une fonction de 
quatre variables indépendantes, savoir, du temps écoulé 
depuis l’origine du refroidissement, et des trois coordon- 
nées qui fixent la position du point dans l’intérieur du 
corps. 

On pourrait multiplier indéfiniment ces exemples, et 
il est facile de reconnaître que, dans la plupart des phé- 
nomènes naturels, chaque quantité mesurable dépend de 
beaucoup d'autres quantités susceptibles de varier sé- 
parément. Mais, afin de simplifier les questions et de les 
rendre accessibles au calcul, on considère les cas où 
ces quantités reçoivent des valeurs fixes, ou sensible- 
ment fixes, à l'exception d'une, de deux, de trois d’entre 
elles; et alors les quantités dépendantes deviennent 
fonctions d’une, de deux, de trois variables. 

Pour exprimer qu'une quantité w est fonction de plu- 
sieurs variables x, y, z,..... on emploie la notation 

CE Dir 2 sure Re 

et si l’on voulait indiquer qu’il entre en outre des cons- 
tantes ou des paramètres Us. D CHERE danst A8 
termination de la fonction, on écrirait 
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Par rapport à chacune des variables dont elle dépend, 
une fonction peut être mathématique ou empirique, al- 
gébrique ou transcendante , rationnelle ou irrationnelle, 
entière ou fractionnaire, linéaire ou non linéaire, etc. : 
il n’y a rieu à ajouter aux explications que nous avons 
données sur ces diverses classes de fonctions, en trai- 
tant des fonctions d’une seule variable. 

Quand la fonction w est définie mathématiquement 
par une équation 

HÉDPEDN AUS. 0) 
non résolue par rapport à &, la fonction est implicite : 
elle devient explicite après qu’on a résolu l’équation par 
rapport à u. 

116. Une fonction de plusieurs variables, qui n’a pas, 
ou à laquelle on ne connaît pas d'expression mathéma- 
tique, est censée connue, pour les valeurs des variables 
indépendantes comprises entre des limites assignées, au 
moyen de tables qui donnent les valeurs de la fonction, 
correspondant à autant de systèmes de valeurs très-rap- 
prochées , assignées aux variables indépendantes. Mais 
la construction de ces tables n’est réellement praticable 
que pour les fonctions de deux variables seulement. 


Soient 
Li 5%, 1 T3 RNA Li > Tim) 


Vis V2» V3 es. Vn19 Jr 5 
deux séries de valeurs de x et de y, suffisamment rap- 
prochées , et désignons par &,, la valeur de la fonction 
u qui correspond au système (x,, ÿ1) : les valeurs de «, 
correspondant à toutes les combinaisons qu'on peut for- 
mer entre les valeurs de x et celles de >, comprises 
dans les deux séries ci-dessus, pourront, pour la com- 
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modité des recherches, être disposées en tableau comme 
il suit : 


rt. na Gas DURE PO EL Hate LES 
| Yi U x Us U3 Un, Uni 
} 2 U,,, U, LE 2 Un ,2 Un» 
}'3 LE 3 L, 3 Us 3 Unis | Us 
Fait MUR U, n_1 U3 5x Unin-1| Un 
Fn | En Un Un less... Union Un 


de manière que la valeur 4,4 se trouve dans la bande 
verticale, en tête ou & l'entrée de laquelle figure x,, et 
dans la bande horizontale, à gauche ou & l’entrée de 
laquelle figure yx Une table ainsi construite se nomme 
une table & double entrée. La table de Pythagore est 
l'exemple le plus connu d’une table à double entrée. Une 
table de logarithmes est de sa nature à simple entrée : 
comme toutes celles qui comprennent la série des va- 
leurs des fonctions d’une seule variable; mais par la ma- 
nière dont on a disposé les tables ordinaires, pour en 
diminuer le volume, on les a artificiellement converties 
en tables à double entrée. 

Une fonction de trois variables indépendantes +, y, z 
pourrait être donnée au moyen d’une table & triple en- 
trée, dont on se fera une idée en imaginant l’espace 
partagé en cases cubiques par trois systèmes de plans 
parallèles dont chacun coupe à angles droits ceux des 
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deux autres systèmes; et en supposant qu’on inscrive 
dans chaque case une valeur de la fonction w, de ma- 
nière que la valeur w,;, 1; se trouve au-dessus de la case 
us, du précédent tableau, supposé horizontal, et dans 
l'assise horizontale pour laquelle la variable z a la va- 
leur z, S'il y avait plus de trois variables indépendantes, 
on ne pourrait plus imaginer de disposition géométrique 
analogue, propre à coordonner dans l'espace toutes les 
valeurs particulières de la fonction qui en dépend. 

117. La fonction f (x,7,3,.....), mathématique ou 
empirique, doit en général être continue, pour les rai- 
sons que nous avons indiquées en parlant des fonctions 
d’une seule variable; et de cet attribut de continuité 
dérivent des conséquences importantes, indépendantes 
de la propriété que les fonctions seuvent avoir, de s’ex- 
primer par des formules mathématiques. 

La continuité dont jouit la fonction n'empêche pas 
qu'elle ne puisse éprouver des solutions de continuité, 
ou pour des systèmes de valeurs particulières 

te En ee Cetees 
ou pour des systèmes de valeurs qui, sans être indivi- 
_ duellement déterminées, satisfont à certaines conditions 
particulières 

DÉPENS E0. EE 0, ee 0) etais 
mais, avant de s'occuper de ces solutions de continuité, 
il convient d'étendre aux fonctions de plusieurs varia- 
bles Ja théorie des dérivées ou des variations infiniment 
petites. 

118. Considérons, en premier lieu, une fonction de 
deux variables 

s f(x, y); 


et supposons que + et ÿ£ prennent les accroissement: 


204 LIVRE II. — CHAPITRE I. 
Ax, Ay : la variation correspondante de z sera 

Az = f(x + Ax,y + A7) —f(x, 15 
et nous pourrons la mettre sous la forme 
Az—|f(x+Ax,7)-—f(2,7)]+f(x+ 42,7 + A7)—f(x+Ax Th 
de manière que la quantité isolée par des crochets soit 
la valeur qu'aurait prise la variation Az, si x seul avait 


varié. | 
Nous pourrons mettre encore l’expression de 4 z sous 
la forme - 
ler) ED je 
ATX 
fear ta) tanr) | 
AY 


Admettons maintenant que les différences Ax, Ay s'ap- 
prochent indéfiniment de zéro : le rapport 
Jr +am y) fer) 

AT 
aura pour limite f” (x, y); cette notation désignant la 
dérivée de f (x,y) par rapport à la variable x. Et si 
nous désignons par f, (x,y) la dérivée de f (x,y) que 
l’on obtient en traitant y comme la variable, le rapport 

Jf(x+ Av, y + Ar) —/f(x+ A7, 7) 

Ay 
convergera vers la limite f (x-Ax, y) quand A y de- 
viendra de plus en plus petit. 

Enfin cette dernière limite, dont la valeur varie avec 
Ax, convergera à son tour vers la limite f (x, y ) quand 
Ax convergera vers zéro. 

Donc, en désignant par dx, dy, dz des valeurs in- 
finiment petites de Ar, Ay, Az, on aura 

dz=f'(x, y) dx + f(x, 7) dr. 
Mais, d’un autre côté, si nous désignons par 4,3 la dif- 
ferentielle de z dans l’hypothèse où x varierait seul, et 
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par da la différentielle de z dans l'hypothèse opposée 
où y serait seul variable, on aura, selon les principes 


de la notation différentielle, 
diz dz 
cs \— 7) T — 
fl (æ, 7) dx J\ ? 7) dy À 
et, par conséquent, 


d,.z d,,2 
z = 2 dx + dy . \ 
d Fe dx +- 7 15 (x 


/ 


dz désigne alors une différentielle totale ; d,z, d,z sont 


des différentielles. partielles ; 

DU Cl 
sont des coefficients différentiels partiels, ou des déri- 
vées partielles. 

L'usage a fait prévaloir la dénomination de «/ffé- 
rences partielles sur celle de différentielles partielles , 
qui est plus régulière, mais moins euphonique. Cet 
usage provient de ce que les géomètres du siècle der- 
nier substituaient communément à l’expression de diffé- 
rentrelle celle de différence , en sous-entendant la qua- 
lification d’infiniment petite. 

La formule (1), telle que nous venons de lécrire, 
n'offrirait aucune ambiguïté : mais en pratique l’emploi 
des indices au bas des caractéristiques de différentia- 
tion occasionnerait des embarras et souvent des fautes 
d'écriture ou d'impression. On préfère écrire simplement 

dde + dr: (2) 
et l’on ne craint point de confondre le dz (différentielle 
totale) qui est au premier membre de l'équation, avec 
les dz (différentielles partielles) qui figurent aux nu- 


mérateurs des coefficients différentiels dans le second 
membre. 
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Rappelons-nous en effet que les différentielles ne sont 
que des symboles auxiliaires, employés dans le cours 
des combinaisons analytiques pour parvenir à des coef- 
ficients différentiels qui sont des fonctions numérique- 
ment déterminées, dès l'instant que l’on assigne des 
valeurs numériques aux variables dont elles dépendent. 
Or, tant que les variables x, y sont indépendantes, et 
que les variations dx, dy ne se trouvent liées par au- 
cun rapport, les rapports de la différentielle totale dz à 
dx ou à dy, savoir : 

ir, EME de de 
eo 
sont indéterminés. Les expressions 
dabds 
dx? dy 
“’auraient donc aucune valeur déterminée si, par le dz 
qui figure aux numérateurs, on devait entendre une 
différentielle totale; et le calcul, appliqué à des ques- 
ons susceptibles d’une solution déterminée, ne doit 
pas les amener. ‘ 

Néanmoins, pour plus de clarté, quelques analystes 
écrivent , à l’exemple d’'Euler et de Laplace, les coeffi- 
cients différentiels partiels entre parenthèses, de la ma- 
nière suivante 


VB dz 
jet Go) 


mais d'ordinaire on regarde ces parenthèses comme 
superflues. 

119. La formule (2) s'étend , sans aucune difficulté, 
aux fonctions d’un nombre quelconque de variables in- 
dépendantes. Ainsi l’on a, pour u—f{x, y, :,1,....), 


du du du du À 
du = dx +- _ dy + 7= de ne SA dt +- etc. (3) 
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Il en résulte que, si Au, Ax, Ay, Az, At, étc., dési- 
gnent des variations très-petites du premier ordre, on 
a, aux quantités près du second ordre et des ordres 
supérieurs , 
du du du du L 
MNT ra AS PS ML LUE , ( 
du moins tant que les dérivées partielles 
due dur "88 dû 
EVA NÉ, 9 PE € 


dx dy "4% 


he prennent pas de très-grandes valeurs qui rendraïent 


JL 


AU == 


LC: 


les fractions 


[ L I " 
sh UE, à NET 
dut) olitt al dis sel rrent 

dx dy dz dt 


comparables pour leur petitesse à Az, Ay, Az, At, etc. 
[451 

Donc, si une fonction dépend de quantités qui éprou- 
vent des variations très-petites, positives ou négatives , 
la variation totale de la fonction est sensiblement égale 
à la somme algébrique des variations que cette fonction 
aurait subies dans sa valeur, si chacune des quantités 
dont elle dépend eût varié seule. 

Le principe de la superposition des mouvements très- 
petits, qui Joue un rôle si important dans l'explication 
des phénomènes physiques, et sur lequel reposent les théo- 
ries modernes du son et de la lumière, n’est lui-même 
qu'une conséquence du principe que l’on vient d’énon- 
cer , et que l’on pourrait appeler le principe de la su- 
perposition des petites variations. Si l’on rapproche ce 
principe de celui de la proportionnalité des petites va- 
riations [5], on comprendra comment un nombre borné 
d'expériences fournit les moyens de calculer les variations 


+ 
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d’une quantité qui dépend de plusieurs autres suivant 
une loi empirique et inconnue, pourvu que.les varia- 
tions de ces dernières quantités soient renfermées dans 
des limites étroites. Car il suffira, à la rigueur , d’ob- 
server les valeurs de A4 pour autant de systèmes de va- 
leurs de Ax, Ay, Az, At, etc., qu'il y a de dérivées par- 
tielles à déterminer numériquement dans l'équation (4); 
et ensuite cette équation donnera Au en fonction linéaire 
de At, Ay, etc., pour des valeurs très-petites mais d’ail- 
leurs quelconques, de ces variations. L'art des obser- 
vations consiste à observer dans des circonstances qui 
permettent de déterminer ces coefficients inconnus avec 
la plus grande précision ; et la théorie des chances four- 
nit à ce sujet des indications que nous n'avons pas à 
rappeler ici. | 

= 120. La démonstration de la formule (2) ou de la 
formule (3), qui est une généralisation de la première, 
n’exige point que les variables x, y, 2, etc., soient in- 
dépendantes. Nous l’avons supposé pour plus de généra- 
lité; mais rien n'empêche de considérer toutes les varia- 
bles x, y, etc., ou quelques-unes d’entre elles, comme 
des fonctions d’une nouvelle variable indépendante v; ou 
bien encore de supposer que plusieurs de ces variables 
(y et z par exemple) sont fonctions de x. Alors u sera 
fonction de x sous un double rapport : immédiatement, 
en tant que x entre dans l'expression de u ; médiate- 
ment, en ce que w est une fonction des grandeurs y 
et z,quisont elles-mêmes des fonctions immédiates de x. 
Il faudra remplacer dans la formule (3) les termes 


par 


1 


DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 209 
du dy du dz 
dy dx de dx 
et ainsi pour tous les cas semblables. 

On profite de cette observation pour faciliter la dif- 
férentiation des fonctions mathématiques d’une seule 
variable, quand l'expression en est compliquée. Si, par 
exemple, on avait à différentier la fonction 

I1+ x 


dx 


on pourrait poser 
MA V0 V1 2.2), 


d’où 
dx dx 
AA ee ru 
2 V'i+x 2 VX 
On aurait d’un autre côté 
lite: “a x 


ce qui donne 
AU NEA DE CE MNQNENS 
dy (y—zŸ" ds  (y—2)" 
Si l’on substitue ces valeurs dans la formule 
du d du d d, 
du = dy + ds — 1E à nie 
dy : dz dy dx  dz dx 
on trouvera 
= Fe 2 
du (2 are 2 0) dx, 
n(y—2) 2472) 
et après qu’on aura remplacé les variables auxiliaires y, z 
par leurs valeurs en x, 
x—3 —_%? 
du Re Nr. 
A(I—V 1x") 

121. Dans les applications du calcul aux phénomènes 
naturels, lorsqu'une fonction & dépend d’une certaine 
grandeur #, à la fois immédiatement et médiatement, il 
est quelquefois, non-seulement commode, mais indis- 


4 08 14 
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pensable, de considérer séparément dans la variation 
de x la part qui provient immédiatement de la variation 
de £, et celle qui provient de la variation d’une quantité 
v qui elle-même est fonction de #4. Pour fixer les idées 
par un exemple sur cette double dépendance , imaginons 
une particule matérielle mue dans l’espace par l’action 
qu’elle éprouve de la part d’un corps électrisé. L’inten- 
sité de la force motrice est une fonction immédiate du 
temps £, à cause que la charge du corps électrisé éprouve 
une déperdition continuelle, et une fonction médiate de 
la même variable, en ce qu’elle dépend des coordonnées 
du point en mouvement, qui changent d’un instant à 
l’autre. Les questions les plus délicates de la théorie des 
mouvements des corps célestes tiennent à des distinc- 
tions de ce genre entre les diverses parties de Ja varia- 
tion d’une fonction, que lon doit considérer comme 
autant d'effets séparés de la variation d’une même va- 
; NE 

riable. En pareil cas, le coefficient différentiel 7 peut 
avoir des valeurs différentes et toutes définies , soit que 
l’on considère du comme une différentielle totale ou 
comme une différentielle partielle. Il faut convenir alors 
de certaines notations propres à lever toute ambiguïte; 
mais il n’y a pas de règles générales à cet égard. 

122. La formule (3) sert à démontrer une relation 
connue sous le nom de théorème des fonctions homo- 
gènes. En un sens purement algébrique, on dit qu’une 
fonction f(x, 7,2,....), est homogène si l’on a, quel 
que soit 0, 

HOT ONE NN" RER. je 
En prenant les différentielles des deux membres par rap- 
port à 0, on aura cette autre identité 
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d.f (0x, 0) 02,.: D PARA AAC isa sie Ds 
dx dy | 


2 SR | 
re Aron Fe As TE to RO MO ÉT, M Zee). 


Divisons par dû et faisons ensuite 0—1 : il viendra 


Ts...) dir.) dt an) 
x pate ennemi e ares EURE - or): 


Cette dernière formule est l’expression analytique du 
théorème des fonctions homogènes. 

123. Reprenons la fonction à deux variables indé- 
pendantes 

2— f(x, 7). 
Si nous désignons par A,z, A,3 les variations partielles 
que subit cette fonction quand on augmente x de Ax 
sans toucher à y, ou y de Ay sans toucher à x, nous 
aurons 
A nt QUE Ven me 2208 10 lee NES CO DE 
Les variations que les deux membres de cette équation 
subissent, quand on y remplace y par y +Ay, doivent 
être exprimées par 
A A,2 = f{x + Ax, y + Ay)—f(x + Az, y) 
— {27 + Ar) +. fa»): 

La symétrie du second membre de cette équation, par 

rapport aux variables æ, y, exige que l’on ait 
À, À, 3—A;A,z; 

quels que soient les accroissements Az, Ay: donc, à la 


limite 

dE di di.) (b) 
et 

RSR, Air 

dydx — didy 
Dans une formule telle que celle-ci, on admet que la 
nature et l’ordre des différentiations partielles sont indi- 


14. 
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qués suffisamment par la présence et par l’ordre de 
succession des facteurs dx, dy qui figurent aux dénomi- 
nateurs. En conséquence, on écrit | 


ddz _ ddz 
dydx  dxdy 
ou plus simplement encore 
in RTE à | 
dydx  dxdy 


Le principe qui vient d’être établi s'applique à toute 
espèce de fonctions continues, et doit toujours se véri- 
fier, numériquement ou algébriquement. Prenons , par 


exemple, 
T 
3 — arc tang — : 
Sy 
on à 
LS TN ESP, LS 4 
PRE NET TNe UE, 


AA DE À AA mn 
dydz  dxdy (©+r} 
Soit encore 


—— - 
e 


mur 


il vient 
ds) Jar dz _x'(1—7) 
OP UT RTE 
UE à ME REP 
dydx  dady  (i+7°} 

L'identité des deux membres de l'équation (5) une 
fois établie, il en résulte que, dans une expression de la 
forme 

7 AU F1 ROME EN 
on peut intervertir l’ordre de deux indices consécutifs 
quelconques, et, à l’aide d’une ou de plusieurs inter- 
versions semblables , faire dans l’ordre des indices ou des 
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différentiations successives toutes les permutations pos- 
sibles sans rien changer au résultat final. Le raisonne- 
ment est le même que celui qu'on emploie dans les élé- 
ments d’arithmétique pour prouver que l’on peut, sans 
changer la valeur d’un produit de plusieurs facteurs, 
intervertir de toutes les manières possibles l’ordre des 
multiplications successives ; après qu’on a prouvé préa- 
lablement que le produit de deux facteurs ne change 
pas, quel que soit celui des deux facteurs que l’on con:- 
sidère comme multiplicande ou comme multiplicateur. 

124. Au moyen du théorème qui fait l’objet du nu- 
méro précédent, on trouve sans difficulté l’expression 
des différentielles totales des divers ordres , pour les 
fonctions de plusieurs variables indépendantes. En diffé- 
rentiant par rapport aux deux variables x, y les deux 
membres de l'équation 


dz dz 
dz = 7 dx +À- 7 dy , 
INT LT A CARO : 
Où D désignent des fonctions de x, y, et où dx, dy 


peuvent être traités comme des facteurs constants, puis- 
que x, y représentent des variables indépendantes, on a 


einen 
d’z : / 6 
— me dE dr) dx +- (z 7 dx+ ; dr) dy 
1 Ye) dl dz 1 LE AURA 
= dx she ra dxdy + Are dy 


Le d?z du premier membre indique une différentielle 
totale du second ordre : les expressions 
d°z d°z d°z 


dx* ? dxdy? ds 
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désignent les trois coefficients différentiels partiels, ou 
les trois dérivées partielles du second ordre, qui sont en 
général des fonctions déterminées des deux variables in- 
dépendantes x, y; mais qui peuvent accidentellement 
ne contenir qu'une de ces variables, ou se réduire à des 
constantes, ou même, pour certaines valeurs des varia- 
bles x, y, rester indéterminées, comme nous le verrons 
en son lieu. 

En poursuivant ce calcul , on trouverait pour-la diffé- 
rentielle totale de l’ordre z , d’une fonction de deux va- 


riables indépendantes x, y, 
d” 
PTT uns dy 


dx" dy 


n(n— 1) } d'z 


n | 


un — 2 dy? | LE in: 
1.2 TES Poe A LT AA 


expression évidemment analogue à la formule du bi- 
nôme, qui se démontrerait par induction de la même 
manière, et qu’on peut écrire sous la forme symbolique 


I I 7 
Fa ARE er red) Pa. 
e EE, 1} # 
On indiquerait de même la loi du développement de la 
différentielle totale de l’ordre x, d’une fonction w des 


variables indépendantes +, y, 3, {,..... par l'équa- 
tion symbolique 


pe (ee “4, + DEA _. AS Lu du. 


Nous avons déjà noue [43] la raison de ces analogies 
entre le développement des puissances, et celui des dif- 
férences finies ou infiniment petites. 

On appelle équations aux différentielles partielles , 
ou plus ordinairement [118] équations aux différences 
partielles, celles qui ont lieu entre des variables indé- 
pendantes, les fonctions qui en dépendent, et les déri- 
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vées partielles, ou les coefficients différentiels partiels de 
ces mêmes fonctions. Par opposition, on nomme équa- 
tions différentielles ordinaires, ou simplement équa- 
tions différentielles celles dans lesquelles n’entrent que 
des coefficients différentiels, comme ceux dont il a été 
question dans la théorie des fonctions d’une seule va- 
riable. L'ordre d’une équation aux différences partielles 
est celui du coefficient différentiel de l’ordre le plus 
élevé, parmi ceux qui entrent dans la composition de 
l'équation. La forme la plus générale d’une équation 
aux différences partielles du premier ordre, entre les 
deux variables indépendantes x, y et la fonction z, est 


dz dz 
fers —0 ; 


celle d’une équation aux différences partielles du second 
ordre entre les mêmes variables : 
sl de dr 43 d’'z 5) = 0 
LL J = =, 
2 Et | ? 2 ) 

pe | dx” dy? dx°? dxdy’ dy 
et ainsi de suite. 

On entend par Calcul des différences partielles a 

P 

branche de la théorie des fonctions, où l’on traite des rap- 
ports entre les fonctions de plusieurs variables indépen- 
dantes et leurs coefficients différentiels ou dérivées par- 
tielles, et généralement des équations aux différences 
partielles des divers ordres. 

Quand on se borne à considérer (comme cela a pres- 
que toujours heu dans les applications à la géométrie ) 
deux variables indépendantes x, y et une fonction z de 
ces deux variables, on trouve commode de désigner 

A { 
par une seule lettre chaque dérivée partielle des trois pre- 
miers ordres, dont l’emploi revient souvent; et dans ce but 
nous adopterons, d’après Monge, la notation suivante: 
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Ho de Hirehz : 
PE en 
Altadxz LE Via: 
LE dre dxdy’ ‘= dy” 
dd z dir dz dz . 
FER PSENE dx dy? — dxdy?" — dy? 


ou 
dz — pdx + q dy, 
dz= rdx? + 2s dxdy + tdy, 
d'3 = u dx? + Su dx°dy + 3w dxdy° + v dy. 
Suivant cette notation, les équations aux différences 
partielles du premier et du second ordre , entre les trois 
variables x, y, z, seraient désignées d’une manière géné- 
rale par 
Fa M8 p, 9) =0, fe M 5 ps D 8 t)=0. 
125. D'après la conception de Descartes [1], dont 
l’extension à la géométrie dans l’espace est censée con- 
nue de nos lecteurs, la fonction z=f{x, y), réputée 
continue, peut toujours représenter l'ordonnée d’une 
surface courbe, rapportée à trois axes que, pour plus 
de simplicité, il convient de prendre rectangulaires. Les 
valeurs des dérivées p, g, r,s, t ont, avec la direc- 
tion du plan tangent, et avec certains caractères géo- 
métriques de la surface, des rapports dont la discussion 
viendra lorsque nous traiterons spécialement de l’appli- 
cation de l’analyse différentielle à la géométrie aux trois 
dimensions. Quant à présent, nous cherchons au con- 
traire de quelle utilité peuvent être les conceptions géo- 
métriques pour l'intelligence de la théorie des fonctions. 
Or, sous ce point de vue, il faut reconnaitre que la 
représentation des fonctions de deux variables par des 
ordonnées de surfaces, est de peu d'utilité pratique: 
car, s'il est facile de tracer sur un plan une courbe dont 
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on connaît un nombre fini de points , suffisamment rap- 
prochés, on manque de procédés commodes pour figu- 
rer dans l’espace une surface dont on ne connaît qu'un 
nombre fini de points, ou même une surface dont on 
connaît la loi de génération; et cette difficulté a fait 
naître la branche de la géométrie à laquelle on donne le 
nom de géométrie descriptive, dont l'objet est de ra- 
mener les constructions qui devraient se faire dans l’es- 
pace, à des opérations graphiques sur un plan. 

126. De tous les procédés de la géométrie descrip- 
tive pour la détermination des surfaces à l’aide de 
constructions planes, le plus général, et le seul dont 
nous ayons à nous occuper ici, à cause de sa liaison 
très-directe avec la théorie analytique des fonctions, 
consiste à couper la surface par une série de plans ho- 
rizontaux, et à projeter sur le plan horizontal xy les 
courbes d'intersection que l’on appelle des lignes de 
niveau , les courbes projetées et leurs projections de- 
vant être parfaitement superposables, à cause du pa- 
rallélisme des plans. 

Pour chaque ligne de niveau on aura 2—c, c dé- 
signant une constante quelconque : par conséquent 
dz—=0, ou 

pdx + qgdy = 0, 
équation différentielle commune à toutes les projections 
des lignes de niveau, et d’où l’on tire 


ER (6) 


ce qui fait connaître, pour chaque point (x, y), la di- 

rection de la tangente à la projection d’une ligne de 

niveau, passant par ce point. | 
Lorsqu'on va, du point de la surface dont les coor- 
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données sont x, y, £, au point infiniment voisin qui a 
pour coordonnées x+4-dx, y+dy, z:+dz, on s'élève 
verticalement de la hauteur dz, et l’on décrit, parallè- 
lement au plan horizontal, la ligne infiniment petite 


L'dx?+dy?. La pente de la ligne décrite sur la sur- 
face, ou la tangente de l’angle qu’elle fait avec le plan 
horizontal, a donc pour mesure 
A NA ca ed (7) 
Var ta Vagy 
La grandeur de cette pente varie, en un même point 
de la surface, ou pour les mêmes valeurs de x, y, p, q, 
avec le rapport arbitraire y”. Si lon veut déterminer la 
direction de la /igne de plus grande pente, on égalera 
à zéro la dérivée de l’expression précédente, considérée 
comme fonction de y’; ce qui donnera 
PS N (8) 


ou 
A, DAY: 0 

pour l'équation différentielle commune à toutes les 
projections en xy des lignes de plus grande pente. 
D’après un théorème connu, la comparaison des équa- 
tions (6) et (8) fait voir que le système des projections 
des lignes de niveau est coupé à angles droits par le 
système des projections des lignes de plus grande 
pente. Par conséquent, si l’on donne un certain nom- 
bre de courbes de l’un des systèmes, suffisamment rap- 
prochées les unes des autres, on pourra tracer avec 
une approximation suffisante les courbes de lPautre 
système. 

La substitution dans le second membre de l’équa- 
tion (7), de la valeur de y” tirée de léquation (8), 
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donne pour la valeur de la pente z7aximum, 
LV p° + q°. 

La méthode adoptée maintenant en France , dans les 
grands travaux topographiques, pour exprimer sur un 
plan suppose horizontal le relief d’un terrain, consiste 
en effet à tracer sur le plan la série des projections des 
lignes de niveau que l’on obtient en coupant la surface 
du terrain par des plans horizontaux équidistants, et 
surabondamment la série des projections des lignes de 
plus grande pente, qui viennent couper les courbes du 
premier système à angles droits. 

127. Lorsque chaque ordonnée verticale ne rencontre 
la surface qu’en un point, et conserve toujours une va- 
leur finie, les projections des lignes de niveau forment 
une série de lignes dont aucune ne coupe les autres, et 
qui ne reviennent pas non plus sur elles-mêmes, après 
que z a dépassé certaines valeurs. Ce cas mérite une 
attention particulière, parce que c’est celui qui se pré- 
sente dans toutes les questions où la variable z désigne 
une grandeur physique, fonction de deux coordonnées 
d’un point matériel. Soit, pour fixer les idées, une plaque 
circulaire dont le centre est l’origine des coordonnées 
x, y,etquia éte primitivement échauffée d’une manière 
quelconque : on suppose l'épaisseur assez petite pour 
que la température de toutes les molécules situées sur 
une normale aux deux faces de la plaque soit sensible- 
ment la même; alors, z désignant en un instant quel- 
conque la température des molécules ou des points 
matériels situés sur une même normale, deviendra une 
fonction des cordonnées x, y, du pied de la normale, 
Cette fonction pourra être positive ou négative, selon 
la place assignée au zéro des températures, mais elle 
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conservera toujours une valeur fime, et n’aura en gé- 
néral qu’une seule valeur pour chaque système de va- 
leurs des coordonnées x, y. La loi de cette fonction 
sera rendue sensible si l’on trace sur le plan xy une 
suite de lignes «, 6, y, (fig. 36) qui satisfont à l’é- 
quation différentielle 
pdx + gdy = 0, 

ou le long desquelles la température conserve la même 
valeur, et si l’on affecte chaque ligne d’une cote qui in- 
dique la valeur de la température pour les points situés 
sur cette ligne. On appelle lignes isothermes ces lignes 
d’égales températures dont le système est propre à dé- 
finir et à représenter graphiquement la loi de la fonc- 
tion z. 

La variable z pourrait désigner, non plus la tempéra- 
ture d’une particule matérielle, mais sa densité, sa dila- 
tation ou sa contraction, la pression qu’elle éprouve, 
l'intensité de la lumière qui l’éclaire, celle des forces élec- 
triques ou magnétiques qui en émanent, etc. Les carac- 
tères généraux de la fonction, les seuls dont nous ayons 
à nous occuper dans cet ordre de recherches, reste- 
raient les mêmes. 

Par extension, et afin de ne pas innover dans les 
termes sans une nécessité absolue(®), nous continuerons 
d'appeler lignes de niveau celles le long desquelles la 
fonction z—f(x, y) conserve une valeur constante, 


(*) Autrement, il paraîtrait assez convenable de nommer lignes iso- 
. mériques celles qui lient ensemble des particules matérielles qui se 
trouvent dans le même état physique, ou pour lesquelles la grandeur 
physique que lon considère, z = f(x, y), a la même valeur. Cette 
dénomination est analogue à celle de lignes isothermes , qui a déjà 
passé dans l’usage. 
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bien que la fonction z soit censée représenter une 
grandeur physique, et non plus l’ordonnée verticale 
d’une surface dont le point (x, y, z) aurait pour pro- 
jection horizontale le point (x, y). La variation de la 
fonction z est nulle quand on passe d’un point au point 
contigu sur la ligne de niveau : elle est la plus grande 
possible (pour un même déplacement infiniment petit), 
quand le déplacement s'opère perpendiculairement à la 
ligne de niveau [126]|. On peut donc qualifier de lignes 
de variation rr7axtmum, celles qui coupent à angles 
droits les lignes de niveau, et qui correspondent aux 
projections des lignes de plus grande pente dans la 
théorie des surfaces. 

* 128. Les fonctions z dont il s’agit dans le numéro 
précédent , et qui peuvent comporter ou ne pas comporter 
d'expression mathématique, ne sauraient devenir infi- 
nies; mais elles sont susceptibles d’éprouver des solu- 
tions de continuité du premier ordre, consistant dans le 
passage brusque d’une valeur finie à une autre. Ceci 
résulte, comme nous l'avons expliqué dans un cas ana- 
logue [38], de la règle même en vertu de laquelle nous 
pouvons concevoir qu'une grandeur physique z devient 
fonction des coordonnées d’un point mathématique 
(x, y). Admettons, pour fixer les idées, que z désigne 
la densité de la plaque M (fs. 36) le long de la nor- 
male qui a pour pied le point (x, y). Afin d’attacher 
un sens physique à cette définition, il faut imaginer 
une courbe fermée, tracée arbitrairement à la surface 
de la plaque, et qui comprend le point (x, y) dans l'aire 
o limitée par son périmètre ç. L’aire © pourra être prise 
pour la base d’un cylindre droit dont la hauteur serait 
l'épaisseur de la plaque; et le rapport de la masse de 
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ce cylindre à son volume sera un certain nombre D 
mesurant la densité moyenne du cylindre. Si mainte- 
nant on conçoit que l'aire w décroisse indéfiniment, 
sans cesser de contenir le point (x, y), la limite z vers 
laquelle convergera le rapport variable D, limite sus- 
ceptible de varier avec les coordonnées x, y, sera la 
fonction de x, y, que l’on prend pour mesure de la 
densité de la plaque sur la normale élevée au point 
(x, y). On appliquerait à la mesure de la température 
ou de toute autre grandeur physique ce que nous ve- 
nons de dire au sujet de la mesure de la densité. 

En général, la limite z ne changera pas, quelles que 
soient la forme des courbes & et la position du point 
(x, y) dans l'étendue de l'aire w limitée par ces courbes. 
Elle ne changerait pas non plus, en général, si l’on 
plaçait le point (x, y) sur le périmètre même de Paire 
w : car on pourrait substituer à ce point un point infi- 
niment voisin (x + dx, J+dy), compris dans l’intérieur, 
et pour lequel la valeur de la fonction z ne différerait 
de celle de la même fonction au point (x, y) que d’une 
quantité infiniment petite et partant négligeable. Mais 
néanmoins on conçoit que, pour certaines valeurs parti- 
culières de x, y, la limite z peut changer, selon que l’aire 
infiniment petite w comprend tous les points qui avoi- 
sinent (x, y), dans toutes les directions, ou ne com- 
prend que les points renfermés entre certaines lignes 
menées par le point (x, y). Dans ce cas, la différence 
des valeurs de z, pour deux points infiniment voisins, 
est plus infiniment petite; ou, en d’autres termes, la 
fonction z éprouve une solution de continuité du pre- 
mier ordre, consistant dans le passage brusque d’une 
valeur finie à une autre. 
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On aura un exemple des solutions de continuité de 
cette nature, si l’on imagine la plaque M (fo. 37), 
formée de deux métaux différents, soudés suivant la 
ligne »p. La densité de la plaque sera une fonction qui 
variera brusquement en passant par la ligne de soudure, 
et si l’on prend pour (x, y) un point p situé sur cette 
ligne, la fonction z aura deux valeurs distinctes, selon 
que l’on considérera ce point comme appartenant à la 
portion À ou à la portion B de la plaque. Soient z,, z, 
ces deux valeurs de la fonction 2 : la limite dont il était 
question tout à l'heure sera égale à 

TPE 31 
2 y] 
quand le point tombera dans l’intérieur de l'aire ; 
elle aura pour valeur z,, lorsque le périmètre .c passera 
par le point y et sera situé à gauche de la tangente st; 
enfin elle aura pour valeur z, lorsque le périmètre pas- 
sera encore par le point w, mais sera situé à droite de 
la même tangente. 

Nous appellerons lignes de rupture les lignes telles 
que zp, le long desquelles la fonction passe brusque- 
ment d’une valeur finie à une autre. 

Plusieurs lignes de rupture #p, n'p', np”, etc. 
(Jig. 38) peuvent avoir une intersection commune en 
um. Par le point menons à ces lignes les tangentes sf, 
st, s"4",etc., et désignons par «,, «,, «,, ete., les arcs 
qui mesurent les angles 

sus SR s lui Pete. 
sur la circonférence du cercle dont le rayon est l’unité: 
la fonction z aura au point D des valeurs distinctes z,, 
Z,, Z3, etc., selon que l’on considérera le point w comme 
appartenant à l’un ou à l’autre des espaces angulaires 


ON AT 0e elc. œ& 
) be , UP ; 
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La limite z, avec laquelle cette fonction coïncide en gé- 
néral, aura pour valeur 

43 Hu, Z,—+ a,2,-+H etc. 

27 

lorsque le point & tombera dans l’intérieur de l'aire w; 
et elle prendra les valeurs z,, z,, z,, etc., lorsque le pé- 
rimètre 6, étant assujetti à passer par le point w, sera 
de plus entièrement compris dans l’un des espaces an- 


2 


7 


gulaires (x). 

Les lignes de rupture, quand elles existent, empé- 
chent les lignes de niveau d’être des courbes fermées. 
Ainsi, 2p (fig. 39) étant une ligne de rupture, une 
ligne de niveau partie du point y, à gauche de la ligne 
de rupture, viendra en général aboutir à droite de la 
même ligne, à un point v, distinct de y. 

Réciproquement, on peut considérer la ligne de rup- 
ture comme une ligne qui joint les points de rupture des 
lignes de niveau consécutives, lorsque ces lignes, et par 
suite la fonction z, éprouvent des solutions de continuité 
du premier ordre. 

Les solutions de continuité du second ordre, éprou- 
vées par la fonction z, sont caractérisées par l’exis- 
tence de points saillants dans les lignes de niveau : si 
l’on joint les points saillants qui se correspondent dans 
les lignes de niveau consécutives, on tracera une autre 
ligne que l’on peut nommer ligne de rupture du second 
ordre; et ainsi de suite. 

129. Passons à ce qui concerne les fonctions de trois 
variables indépendantes 

u—f(æ, 7; 2) , 
quand on suppose que w désigne la valeur, au point 
(x, y, 3) d’une certaine grandeur physique, telle qu’une 
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force attractive ou répulsive, une densité, une pression, 
une température, etc. 
Si l’on pose 
d.f(x:7,2) —%X df (e352) Y d'f(ers) 7 
ONE PER dz ps 
on aura 
du = X dx + Ydy+Z4dz, 
expression dans laquelle chacune des lettres X, Y, Z, 
désigne en général une fonction des trois variables in- 
dépendantes x, y, z. Comme on a d’ailleurs [123] 
d'u UNIL COTE I du 
D dope rase aude M Ed 
les fonctions X, Y, Z, devront vérifier les trois équations 
de condition 
AXNaY LdX ad y AY az: B 
open de DIU M NN ar 
En assignant à w une suite de valeurs constantes, on 
aura une suite de surfaces qui toutes satisferont à l’e- 


quation différentielle 
Xdx+ Y dy + Zdz: =, 


et qui ne devront point se couper; sans quoi la fonction 
serait susceptible de prendre, pour le même point maté- 
riel, plusieurs valeurs distinctes. Quand la fonction w 
désigne une température, elles prennent le nom de 
surfaces isothermes; en hydrostatique, où la fonction 
u désigne une pression, on les appelle surfaces de ni- 
veau ; et par la raison déjà indiquée [127], nous retien- 
drons cette dernière expression, quelle que soit la signi- 
fication physique de la fonction w ('). 

Les coordonnées x, y, 2, étant rectangulaires, la 


(*) On pourrait nommer aussi les surfaces dont il s’agit, surfaces 
isomériques. Voir la note de la page 220. 


QT 
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distance du point (x, y, z) au point infiniment voisin 
(x +dx, y +dy, z4-dz)a pour mesurel 174 dy? +-dz7; 
et dans le passage d’un point à l’autre, la fonction w prend 
l'accroissement du ; de sorte que le rapport de Paccrois- 
sement à la distance des points a pour valeur 
X dx + Y dy + Z dz 
Norme) 
ou 
X+Yy + Zz à 
en posant, pour abréger, 


La grandeur de ce rapport varie, en un même point de 
l’espace, ou pour les mêmes valeurs des quantités X, 
Y, Z, avec les rapports arbitraires y’, z', qui détermi- 
nent la direction suivant laquelle le déplacement a 
lieu. Quand on applique à la quantité (m), considérée 
comme fonction de y’, z', la méthode qui sera indiquée 
plus loin, pour la détermination des maxima et mi- 
nüna des fonctions de plusieurs variables, on trouve 
que la valeur maximum du rapport (mn) est 
L'EFV+EZ, 
et que les lignes de variation maximum rencontrent à 
angles droits les surfaces de niveau. 

*130. La théorie des solutions de continuité, pour les 
fonctions d’une ou de deux variables qui représentent 
des grandeurs physiques [38 er 128], s’étend sans diffi- 
culté aux fonctions de trois variables. Admettons, afin 
de fixer les idées, que w désigne la densité du corps M 
au point (x, y, z). Pour préciser le sens de cette dé- 
finition, il faut imaginer une surface fermée w, menée 
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arbitrairement dans l’intérieur du corps, de manière 
seulement à entourer le point (x, y, z). Le rapport de 
la masse du volume v, enveloppé par la surface, à ce 
volume même, est un certain nombre D qui mesure 
la densité moyenne de v. Si maintenant on conçoit 
que, par la variation continuelle de la surface ©, les 
dimensions du volume » décroissent indéfiniment, sans 
que le point (x, y, z) cesse de s’y trouver compris, la 
limite vers laquelle converge le rapport variable D est 
cette fonction w de x, y, z, que l’on prend pour me- 
sure de la densité du corps au point (x, y, z). On ap- 
pliquerait cette définition, mutatis mutandis, à la me- 
sure de la température ou de toute autre grandeur 
physique. 

D’après cela, il est aisé de concevoir comment la 
fonction w, continue en général, peut passer brusque- 
ment d’une valeur finie à une autre, pour les points 
situés sur de certaines surfaces, que nous appellerons 
pour cette raison surfaces de rupture. Soient y un point 
situé sur une telle surface; À et B les deux portions de 
M séparées par la surface; z,, u,, les valeurs de la li- 
mite w pour deux points infiniment voisins de y, l’un 
en À, l’autre en B : la valeur de la limite au point 
sera 

U;, + u, 
—+ 


Si le point y est l'intersection commune de plusieurs 
surfaces de rupture, on mènera les tangentes aux lignes 
d'intersection de ces surfaces au point 4; on imaginera 
une sphère décrite du point x} comme centre avec le 


rayon 1 ; on Joindra deux à deux par des arcs de grands 
cercles les points où les tangentes pénètrent la surface 


1, 
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sphérique, et l’on divisera aimsi cette surface en com- 
partiments dont les aires r,, r,, r,, etc., correspondront 
aux régions du corps M, pour lesquelles la limite w 
prend, dans le voisinage immédiat du point w., les va- 
leurs z,, u,, u,, etc. Cela posé, la valeur de cette fonc- 
tion au point y sera la moyenne 
UT, + Um HU,r, tel. 4,7, +u,r,+u, 7, +ete. ’ 
Tire TMMIeLC: wT AT Fa 

On peut considérer la surface de rupture comme le 
lieu des lignes de rupture des surfaces de niveau, lors- 
que ces surfaces, et par suite la fonction w, éprouvent 
des solutions de continuité du premier ordre. 

Les solutions de continuité du second ordre, éprou- 
vées par la fonction uw, correspondent à des arétes ou à 
des lignes saillantes sur les surfaces de niveau : le lieu 
des arêtes qui se correspondent sur les surfaces de niveau 
consécutives, est une autre surface que lon peut qualifier 
de surface de rupture du second ordre, et ainsi desuite. 
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES D'UNE OU 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. —— CHAN- 
GEMENT DE VARIABLES. 


$ 1°. Différentiation des fonctions implicites. 


131: Lorsque la variable y est déterminée implicite- 
ment en fonction de x par l'équation non résolue 
ay 0), (a) 
le premier membre de l'équation peut être regardé 
comme une fonction z des variables x, y, assujettie à res- 
ter constamment nulle , en sorte que les incréments dx, 
dy sont liés par l’équation 
du du d du . du 
du dx Rae ie , = —T : D ; 
Au lieu d'employer le signe auxiliaire w, on peut écrire 


df(x;y) 420 er df(x;r) dy=0, 


dx dy 
ou plus simplement encore 
df den 
We dx + d dn=0 "1 


Quand on emploie y’ pour désigner le coefficient dif- 


Sr | 
férentiel _ , cette équation prend la forme 


40, (a) 
æ dy 
d’où 
, PNR af 
4 dx dy 


En général , le second membre de cette équation est 
une fonction explicite des deux variables x, > ; lorsqu'on 
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y substitue la valeur de y'en x, tirée de l'équation {a), 
>» se trouve exprimé en fonction de la seule variable x. 
Si l'équation (a) est algébrique, on peut encore éliminer 
y entre (a), (a) par les méthodes ordinaires ; et l’équa- 
tion résultante, qui, en général, n’est pas résoluble al- 
gébriquement par rapport à y”, détérmine implicitement 
y” en fonction de x. 

A cause des liaisons qui subsistent entre la variable 
indépendante x et chacune des fonctions y, y’, le pre- 
mier membre de (4«') est une fonction de x qui doit rester 
nulle , quelque valeur que prenne x. Donc la dérivée de 
ce premier membre, prise en traitant y, y’ comme des 
fonctions de +, est nulle, et l’on a entre x, »,7', y", 
Ses 
de sorte rurs peut LE deux ns de ces 
quatre variables entre (a), (4), (&”). Si Von chasse par 
exemple y”, on aura entre x, y," l'équation 


A dE ET a fe Sa Œf [df FL 
dx? Ce *dxdy dx Dai. dy” Ge) + + (5 ’ ES 


De même, pour déterminer y”, on prendrait la dé- 
rivée par rapport à æ du premier membre de (&”), en 
appliquant toujours la règle de la différentiation des 
fonctions médiates, ce qui donnerait 
NS 


Jos 
dx dy) dxdy? 


dy) 
Me, y’! Dr ’, df DANSE, 
il n'y à aucune HR : à continuer ce calcul de 


Y® + 


proche en proche, ni à construire immédiatement la 
formule qui donnerait la valeur de y. 
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132. Quand on a un nombre x d'équations entre 71 
variables , ce système ne laisse qu’une seule variable in- 
dépendante dont toutes les autres sont des fonctions qui 
s'exprimeraient explicitement, si l'élimination entre les 
proposées et la résolution des équations résultantes pou- 
vaient s’opérer. 

Désignons, pour abréger , par | 

T0) SEE DV ET TS HAT ON (b) 
les équations qui lient entre elles les variables £, x, y, 
3 30 Et , en nombre #1 : on aura aussi les équa- 
tions dérivées 


= due Gi da + GE dy+- # dz+4-etc. —0, 


dx dy 
dfs 3, dfs df . à 
=" ARTE dx HR dz+ etc. —=0, @) 


2 00 800 0 0 0 0 9 0 0 0 ee De ee © ee © ee + ee © + e © « © © 


LES Dr De +4 y +- Ds + etc. — 0: 


Maintenant, si la uns indépendante est #, on divi- 
sera toutes les équations (4') par dt, et l’on aura n 


équations linéaires entre les 7 coefficients différentiels 
dr ds. dz 
nt ns ei, etes 
dt dt de 
au moyen desquelles ces coefficients seront individuelle- 
ment déterminés en fonction de £,x,y, z, etc. 
De même les équations 
d df. æ 
pe 0, C0, ARR CAE (b"') 
le L dt 
que l’on obtiendra par la différentiation des équations 
(b”), en considérant +, y, z, etc., comme des fonctions 
de £, détermineront les dérivées du second ordre 
dx bus d'z 
dt? dt’ dt 


=. CG. 
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et ainsi de suite. Nous avons surmonté d’un trait les 
quantités & f,, df,, etc., pour montrer qu'elles indi- 
quent des différentielles totales, et non des différen- 
tielles partielles [118]. 

Afin de mieux fixer les idées, supposons qu'on ait 
entre les trois variables x, y, z, les deux équations 

Ji(er5)=0, A(a7r,;:)—= 0, 

et que l'on prenne x pour variable indépendante : une 
première différentiation donne 


D ANAL 

de Ne 07 
LS By | Ras de 
PEU NP ed Em-tt 1 À 


De là on tire 


a fs Un, De (Os La D ds 


1 et de dede dy, dz dz dy)” 
__ (df. df_df.df\, (dé, dj; __ df. df, 
dy dx dx dy) \dy:dz  dz dy 
Une seconde différentiation conduit aux équations 
du second ordre 
PE 7 hf 
+» Le EH te" Le AE É 


N_ 


df, /a LE 7 n 1, de | Ses 


de ET) el “ta hr a 
La à Pa Brno, 
et pu donneront les 4e de a ERENT y", 2 
après qu’on y aura substitué celles de y', z!, tirées des 
équations précédentes. On pourra ensuite opérer léli- 
mination de», z, au moyen des deux proposées , de ma- 
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nière à obtenir deux équations finales, lune en x, y”, 
l’autre en +, 3”. 

On deéterminerait de la même manière les coefficients 
y", 2”, et ainsi à l'infini. 

133. Passons au cas où le nombre d'équations entre | 
les variables laisse plusieurs de celles-ci indépendantes ; 
et pour prendre l'hypothèse la plus simple, admettons 
que l’on ait entre trois variables +, 7, 3, l'équation 
unique 

ft: Y:3)= 0: (e) 


on en déduit toujours 
PET. df TARN 
A a RE NÉE RO» (c') 


équation qui lie entre elles les différentielles totales des 
variables x, y, z. Mais en général ce qu'on se propose 
de calculer , ce sont les dérivées partielles de la variable 
que l’on considère comme fonction , prises par rapport 
à chacune des variables RO [118]. On les ti- 
rera de l’équation précédente, après qu’on aura fixé celles 
des variables qui doivent être traitées comme indépen- 
dantes. Admettons que ces variables soient x et y, et 


posons | 124] 
ds — pdx + qdy : 


l'équation (c') deviendra 


df , df df , df Re 
tar )e+(D +) 4 == 0"; 
et comme elle doit subsister , quel que soit le rapport ar- 
bitraire des variations dx, dy, elle se décompose dans 
les deux suivantes 
FRERE) CRC 
de Vds? Te dy OP EE (a) 


d'ou lon lirera les valeurs de p, q, exprimées généra- 
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lement en fonction de x, y, z. On pourra ensuite chas- 
ser z au moyen de l'équation (c). 

Si l’on différentie l’équation (c’), en traitant x et y 
comme des variables indépendantes, et par conséquent 
dx, sé comme des facteurs constants , il viendra 


a — 2 Fe + L dz? 


pnttomr | fe as D df Cr y 
Marie se fer P ——dydz AR  dx=0. (c”) 


On a, pour la différentielle totale d?z, l'expression con- 
venue [124] 

dx = rdx* + 2sdxdy + tdy: : 
substituons cette expression et celle de la différentielle 
totale dz dans l’équation (c”), nous aurons 


RE Let 
(or+S ii ur dede? Ne ae 
Œf 


JA HET. 
ar (2 SERPENT ne de 7. 


(+ JG +27 De ni 
Comme cette équation doit être satisfaite indépendam- 
ment des facteurs arbitraires dx, dy , elle se décompose 
en trois autres qui deviennent , après la substitution des 
valeurs de p, q, tirées des équations Ge é 
CAPE ACTE @ 3 
dz dxds dx d dx 
a) _Ÿ. af 4 ï 
dydz' dx HE T 


+ (D) à m É LL 


FAN 


0) 


Ge — 
CS 


7) a GANT (COMENT 2 
62 ride TL dy ge dz 


On arrivera plus directement au même ais si l’on 
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considère que les équations (d) ayant lieu , quels que 
soient x et y, on peut égaler à zéro les dérivées des pre- 
miers membres, prises successivement par rapport à x 
et par rapport à y; en ne perdant pas de vue, d’une 
part, que les dérivées partielles 


dÿ  df df 
de audy ?nsdz 
contiennent en général les trois variables x , y, z ; d'autre 
part, que z,p,q sont des fonctions implicites de x, y, 
telles que l’on a 

dz duiudat., :dp dp ___dq dq 

FT de 1 AE EU dj; PL ai 
On obtiendra ainsi quatre équations dont deux seront 
identiques : en effet, les équations (4) peuvent s’écrire 

. oi) = 0, 

les traits supérieurs indiquant que l’on a différentié la 
fonction f par rapport à x ou à y, en ayant égard, non- 
seulement aux variables x, y qui entrent explicitement 
dans la composition de f, mais à la variable z qui dé- 
pend implicitement de x et de y en vertu de l'équation 
(c). Cela posé, la dérivée de la première équation (4) 
par rapport à y, et celle de la seconde équation (4) par 
rapport à æ, doivent être identiques, l’une et l’autre pou- 
vant s’indiquer , suivant la même notation, par 


dxdy 

On déterminerait de même les dérivées partielles des 

ordres supérieurs pour des fonctions d’un nombre quel- 

conque de variables indépendantes, liées par un nom- 

bre quelconque d'équations, sans d'autre embarras que 
celui qui naîtrait de la prolixité des calculs. 


236 LIVRE A. — CHAPITRE 


* 134. Nous avons plusieurs fois invoqué le principe, 
qu'une fonction algébrique, explicite ou implicite, qui 
s’évanouit ainsi que toutes ses dérivées successives pour 
une valeur particulière de Ja variable indépendante , est 
identiquement nulle. Ce principe, qu’on a coutume d’ad- 
mettre tacitement, pour toute espèce de fonctions, exige 
d’être démontré, d'autant plus qu'il cesse d’être vrai ge- 
néralement, pour des fonctions non algébriques. Or, 
on le démontre très-aisément, dès qu’on a établi la règle 
de différentiation des fonctions implicites. 

Soit en effet y une fonction de x, déterminée par l’é- 
quation algébrique 
KATY Non A AN 2H Y x + Y,—0, (2) 


les coefficients Y,, etc., désignant des polynômes entiers 
en y. On peut, sans restreindre la généralité de la dé- 
monstration, supposer que zéro est la valeur de x qui 
fait évanouir y, y’, y”, etc. Or, pour que y s’évanouisse 
en même temps que x, il faut que Y, soit de la forme 
7, Y, désignant un autre polynôme en y: Substituons 
cette valeur de Y, dans l'équation (9) et différentions : 
il viendra 
AY," + (n—i)Y, a+... +2Y,x+Y, 

où EU D AP te 0 CRE in ET où LE n D DT RFO ADS 


Pour 4—o, on a par hypothèse y—o, et cette équa- 
tion se réduit à 
Y+y I —o. 
Mais, par hypothèse aussi, on doit tirer de l'équation 
précédente y’—o : donc Y, est divisible par y et de la 
forme Y, v. 
En passant à la seconde dérivée de l'équation (£g), on a 
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n(n—i)Y 2" 24 (n—i)(n—02)Ÿ, ai... +, 
+27 a Ya t(n—i) Va a TE 7] 
+7 [Na AN AN +2 YO Nr] 
A tn nrt needed CELLES OS 00: 

Quand on fait à la fois 4—0, y—0, y'—0, cette 
équation se réduit à 

2Y, +7” Y=0;; 
donc, si y” doit s’évanouir en même temps, il faut que 
Y, soit de la forme y,7. En procédant toujours de la 
même manière, on prouverait que y est facteur commun 
de tous les termes de l'équation (2), de laquelle on tire 
par conséquent y—o, quel que soit æ, ce qui démontre 
la proposition énoncée. 

Il suit de là, comme on l’a annoncé [37 et 103], 
qu’ une fonction exprimée dans une portion de son cours 
par la fonction algébrique fx, et dans une autre por- 
tion par la fonction algébrique f;x, non identique avec 
la première, éprouve nécessairement une solution de 
continuité, d’un ordre plus ou moins élevé, pour la va- 
leur de x qui correspond au raccordement des fonctions 
f,J,: car autrement la fonction algébrique 

Y= fx — f,x 
s’évanouirait, ainsi que toutes ses dérivées, jusqu’à l’in- 
fini, sans être identiquement nulle, contrairement à ce 
que l’on vient de démontrer. 

* 135. Nous avons admis aussi [70], et l’on admet 
communément , mais sans démonstration formelle, que 
la fonction 

log" x — pi 

Sur 
constitue une anse irréductible, qui ne pour- 
rait s'exprimer par une fonction algébrique , explicite ou 
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implicite. Voici le calcul très-simple par lequel M. Liou- 
ville établit cette proposition importante (r). 

En premier lieu, si log x pouvait être exprimé par 


une fonction algébrique explicite dans laquelle X, X, 


désignent des polynômes entiers en x, qu'il est permis 
de supposer premiers entre eux, la différentiation don- 
nerait - 

1. X'X—XX Xe ' 
_ = —— > OU : a UM er XX’, : 
TL DK TL % 


d’où il suit que X, est divisible par x, et que X ne l’est 


pas ; sans quoi il ne serait pas premier avec X,. On peut 
donc poser 

Ko Sadoi Xi ra PUS Cire e 
£ désignant un polynôme non divisible par x, et # un 
exposant positif entier : en conséquence , il vient 

LAN ES — ANNE X — nan EX a EX, 
ou 

nEX—x(EX —5'X)—xmEx, 
équation absurde, puisque le second membre est divi- 
sible par æ, tandis que le premier ne l’est pas. 
Supposons maintenant que la fonction »—log x puisse 

être déterminée implicitement par l’équation algébrique 
Sn =X EX TE ho X y EX os 16 


les coefficients X,, etc., désignant des polynomes en- 
tiers en x : on aurait 


et en remettant pour y’ sa valeur donnée par la défini- 
tion de la fonction logarithmique, 


() Journal de Mathématiques, t. IL, p. 66. 
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LA Fo FD Pl (2) 
Or, si l’une des racines de l'équation (+), supposée irré- 
ductible, c’est-à-dire non décomposable dans des fac- 
teurs rationnels en +, a la propriété de satisfaire identi- 
quement à l'équation (2), celle-ci, dont le premier 
membre est une fonction rationnelle de x, sera aussi 
vérifiée identiquement par toutes les autres racines de 
l’équation (:). Donc, en désignant par y,, 7, ,....Y%, 
ces racines qui sont en général autant de fonctions dif- 
férentes de x, on aura 

Ge ps RE Ep ro. VA ar, 


IT T 


et par suite 


d. Xp 
EE dr +r +: ic +m)=—{d( ) 


ce qui vient d’être démontré impossible. 

La transcendante e* ne peut pas davantage s’exprimer 
algébriquement : car l'équation f(x, e*}—0, f'étant une 
fonction algébrique, équivaut à (log y, »)}—0, dont 
on vient de prouver l’impossibilité. 

Au contraire, les sinus et cosinus et les arcs de cercle 
ne constituent pas des transcendantes irréductibles al- 
gébriquement , puisque ces transcendantes se conver- 
tissent en exponentielles et en logarithmes, et que la 
complication des radicaux imaginaires ne change rien à 
la nature de la fonction , au point de vue de lalgèbre. 

Les puissances à exposants irrationnels ne constituent 
pas non plus des transcendantes irréductibles , puisque 
l'expression y—x# équivaut à »—etl8 # ; et qu’ainsi l’o- 
pération sur +, indiquée par +?, « désignant un nombre 
irrationnel, peut se résoudre dans l'opération sur x in- 
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diquée par la caractéristique log x, et dans l'opération 
sur & indiquée par la caractéristique opte 

Il resterait à montrer que les fonctions e*, log x sont 
aussi irréductibles entre elles ; mais, pour cette démons - 
tration plus compliquée que les précédentes, nous ren- 
verrons au mémoire cité de M. Liouville. 

En général, la preuve de l’irréductibilité des diverses 
fonctions transcendantes est un sujet de recherches qui 
font suite à celles dont l’objet est la divisibilité des nom- 
bres et la décomposition algébrique des équations. Elles 
ont pour caractère commun de tendre au perfectionne- 
ment de la théorie plutôt qu’au progrès des méthodes 
sur lesquelles reposent les applications du calcul. Comme 
on procède presque toujours dans ces recherches par la 
réduction à l'absurde, on doit s'attendre à y rencontrer 
les difficultés et les complications d’un mode de dé- 
monstration qui atteint la rigueur logique, mais qui 
éclaire point l'esprit sur l’enchaînement rationnel et 
sur la génération des vérités démontrées. 


$ 2. Changement de variables. 


136. C’est ici le lieu de traiter généralement du chan- 
sement des variables indépendantes , sujet que nous n’a- 
vons fait qu'indiquer en exposant les principes de la 
théorie des dérivées et des différentielles [39 et 56]. 

Supposons-que, dans l’hypothèse où y est considere 
comme fonction de la variable indépendante x, cette 
fonction et ses dérivées des divers ordres entrent dans 
la composition d’une formule 


| do Hdgef dy 
far men bo (f) 
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il s'agit de savoir comment les dérivées 
dy y 4 
de de dx? 
doivent s'exprimer en fonction d’une troisième variable 
£, prise pour variable indépendante, et liée à x, y au 
moyen de l’équation donnée 
ORPI EE NE (e) 
En différentiant (o) par rapport à la variable indé- 
pendante £, on obtient une suite d'équations dérivées 
do de. do dy & 
DE PA US de 0) (#) 
de dx. d? dy  d'e dx dd? dy” 
dx dé “dy dé ‘ dr de ‘ dy dr 
Ru (EE de dx He de cn æy TN + 0/1) 


—— 


dædy' dt' dt TZxdi dt Maya dt” dt 
de dx de Py 


day: dE + etc. — 0, (9 
etc. 
Mais on a d'autre part 
RC SH Ge 
de ie di 


d’où l’on tire 
dy' PCA OUT RG Lan GE: dx 
Ge tds de Var CU Ab) ee 2) 
et par conséquent 


PR ne Œy__ dy dx d ee) 


de —\& dt dé 
Le né calcul Han 
_ GER dZ, dx dy 30. Le dx dy dx] /dx\° 
22) ‘de ir de Fa dt 7 dé dt dF el (+) 


et ainsi de suite. 
Au moyen des équations (+), (o’), (9”), etc., on pourra 
chasser des formules précédentes la variable x et ses 
Tr 16 
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dérivées | 
dx dx dx 
PAS ie ALU Le DURS 
de manière qu'après qu’on aura reporté dans (f) les 
valeurs de | 
dy dy var 
de 2 Tr? PEN 
cette formule ne renfermera plus que 
AA Ep. nr si à © 
» A UR  — 1P SU CN 
on la ramènerait de même à ne contenir que 
ts RES US 
de VS ot de CA AT 20 8 TO 
137. Le changement de variable indépendante n'est 
qu'un cas particulier du changement de variables. Si l’on 
veut substituer aux variables +, y qui entrent dans la 
composition de l'équation (f), deux nouvelles variables 


eTePR Ter ER 


æ ; 


v et £, liées aux premières par deux équations 

A ÉAORCRTE M E  te De 
où & désigne la variable indépendante , on prendra les 
dérivées successives de ces dernières équations, en y 
considérant x, y , v comme des fonctions implicites de 
t; et l’on aura une suite d'équations que nous désigne- 
rons, pour simplifier, par 


(D 2400, Got). V0, (os) 'ete 


07 n 
Elles seront en nombre 27, si TA est le plus haut coef- 


ficient différentiel qui entre dans ( f). Au moyen de ces 
2n équations, jointes aux deux équations dont elles dé- 
rivent , on exprimera | 
dx dx d'x dy dy d'y 
PSN 0 Le CO NDIers D JO NE here (1) 


en fonction de 
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A0) dv dv do, (2) 
PURE Nr ITR ENS di? 
on substituera les expressions obtenues dans les valeurs de 
d'y dv d'y 
To moe De 


en fonction des quantités (1), et l’on aura enfin la for- 
mule ( f) exprimée au moyen des quantités (3). 

138. Il suffit d'indiquer l'extension que comporte 
cetle analyse, dans le cas de deux variables indépen- 
dantes. Soit 
F(2,7 Z, D Do de Ta DE (F) 
une formule où l’on veut remplacer les variables x, y, z 
par trois autres &, v, t : les deux dernières étant traitées 
comme indépendantes, et toutes trois étant liées à x, y, z 
par les équations 
(Ty AU,v 0, Ur, Vu, v,t)=0, O(2,7,2u,v,t)—0. (D) 
On aura : 

LARMES EE MAY. dz dz he ds dy 
dv dx dv dy dv’ dt dr dt Pape dt’ 
Éd EE AU NE IT T 1 a 4 d'z : 

Ti ) * ddr: dv’ Far (7) 
dzN rade td 
LANCEZ Sc) dc dr Éd GEAR dx _ 


do’ dx* dv 


doit dr do dt dxdy\do dt dt dn 
La dr ON À D nue dy 
LES PR 
AA dr Omer dodt dy qu 
De d'z (T 1e PANIER AU oi) 
dé dx \dt *dxdy' Œ'&T a. (5 
de AR az d'y 


de da dr | 


etc. 
De ces formules on tirera les dérivées partielles 
16, 
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dei s de: T \Nz 
dx? dy? dx° ? dxdy ? PO NEuE (3) 
exprimées en fonction de | 
di, dy:5de (de drRdz" 
dv”? dv’ dv’ dt? dt’ dt’ 
d'u  zA d'emdiad'z 


D? do? de dé? dé (4) 
deitdin! de gi, È 
dvdt” dvdt”’ dydt” } 


Mais, d’un autre côté, si l’on différentie les équa- 
tions (®), successivement par rapport à v et par rap- 
port à #, en allant jusqu'aux différentielles de même 
ordre que les plus hautes dérivées qui entrent dans la 
formule (F), on aura autant d'équations qu'il en faut 
pour exprimer les quantités (4), et par suite les quan- 
tités (3), en fonction de 

du du du du d'u 


SUR LUE VE SSSR 6 VE AR LE LE VE LEUR LEUR VE LE UE US LE VE LE VE LE LU LUE LE LE US LEUR LU ULVS RS AS VU UVA BAL URL VE 
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RÉSOLUTION DES CAS D'INDÉTERMINATION POUR LES 
FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES IN- 
DÉPENDANTES ET POUR LES FONCTIONS IMPLICITES. —- 
THÉORIE DES MAXIMA ET MINIMA DE CES FONCTIONS. 


a 


$ 1°. Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions 
explicites de plusieurs variables indépendantes. 


139. Lorsque des fonctions d’une seule variable indé- 
pendante se présentent, pour des valeurs particulières 
de la variable, sous les formes indéterminées 


on lève l’indétermination en suivant les procédés indi- 
qués au chapitre III du livre précédent; mais si c'est 
une fonction z de deux variables indépendantes x,7, 
qui se présente sous l’une de ces formes indéterminées 
pour une couple de valeurs des variables x et y, on ne 
peut trouver, par la méthode citée, la valeur numérique 
de la fonction, qu'après avoir établi arbitrairement une 
lhaison entre les deux variables indépendantes; et la va- 
leur numérique qu’on obtient pour z varie en géné- 
ral avec la liaison établie entre y et x. On ne peut donc 
pas lever absolument l’indétermination de la fonction z, 
tant que x et y restent indépendantes, mais seulement, 
en général, assigner des limites entre lesquelles la va- 
leur de z doit rester comprise. 
Soit 
: D 34 x on 
* NN F(x, Th 
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et 3) les valeurs de x,7 qui annulent simultanément 
les fonctions Jet F. Désignons par p,, q,, r,, etc., les 
valeurs que prennent les dérivées partielles p, q, r, M 
de la fonction f [124], quand on y fait x—x,,7 7, ; 
appelons P,, Q., R,, etc, les quantités analogues pour 
la fonction F; désignons enfin par y", la valeur que prend 
(pour le même système de valeurs de x et de y) le rap- 


port FE: résultant de la liaison que lon conçoit 


établie arbitrairement entre y et x : la valeur de z sera 


pre : (a) 

+Qr. 

et sous cette forme  L elle restera indéterminée, 

à cause de l’indétermination qui affecte le coefficient y. 
Mais si l’on avait simultanément 


PS0 ED (p) 
ou bien 

Jo —0O ; O0! (g) 
le coefficient y,, et par suite l’indétermination de z, dis- 
paraïtraient. “ 


Enfin, si les deux systèmes d'équations (p), (g) sub- 
sistaient simultanément, il faudrait prendre les dérivées 
du second ordre des fonctions f, F, qui sont, en général, 

rH2SY + y +" 

R+28y +Ty°+ Qr7, 
et qui se réduiraient pour T—x,, y —7,,en vertu des 
équations (q), à 


rt af HinlnaR 2 Sr De 


d’où 

he TS sine Qt PME € (b) 
RES ET, 00 
valeur qui est généralement indéterminée, par suite de 
lindétermination du coefficient y”, 
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Si l’on avait encore 
HD, 08 Rod OMS 0, Er 04 

il faudrait passer aux dérivées du troisième ordre, et 
ainsi de suite. Rien n’est plus simple que de généraliser 
cette analyse pour un nombre quelconque de variables 
indépendantes. 

1° exemple. 
Hi log x + logy 


D Es LU) 


x+27—3 ? 
il vient 
D DL ES MU. 

3 « 
d’où 

1+Yo . 

Z = —— << ; 
x 2 Ye 


z, est susceptible de prendre toutes les valeurs entre 


—o et Lo. 


2° exemple. 


SAME 
LX— 1) +Y' — 1 
D RE PR SE OR IN 


(a — 1) —y+1 


on a 
es es. | a1e 2e. 
Po —0O ; To — 2) PE=0; QT, 
. « r DETEA 3 
ce qui donne à z, la valeur déterminée — >. 
3° exemple. 
œ+y) 
\ e 
Dot D] Le or O 


Sir 

les équations (p) et (q) sont satisfaites; on est obligé 

de passer aux dérivées du second ordre, et il vient | 
mt Vie Ne DE LL ER 0 ET 


: 


d’où 


La valeur de z,, quoique indéterminée, est renfermée 
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entre les limites o et 2, comme on le trouverait en 
appliquant à cette fonction de y”, la règle ordinaire des 
maxima et minUna. 

140. La méthode que lon vient d'exposer peut tom- 
ber en défaut, quand les fonctions p,, g,, P,, Q., etc., 
sont infinies , ou se présentent elles-mêmes sous des for- 
mes indéterminées ; et alors il faut recourir à des arti- 
fices particuliers de calcul. Considérons, par exemple, la 
fonction ‘ 

2=Y Va +r, 
dont les dérivées partielles du premier et du second or- 
dre sont 
see DE +2y 
Rp eee 
7 — Ads PRET pes RE EU j 
Car A une Ci A CUS 

Le système de valeurs x,—0, y,—0 annulle la fonc- 
tion z et donne à ses dérivées partielles la forme ? : de 
plus, il est facile de s'assurer que la méthode précé- 
dente ne serait pas propre à déterminer les véritables 
valeurs des quantités p, q, r, s, t; mais, si l’on considère 
un système de valeurs très-voisines, pour lequel 


LAS LATINE, 
= Te + ÀYo — À » 
et si l’on pose Ay,—4Ax,, il viendra 


DATE. > 9 — AL, Hi ant 
V1 + a Vrto 
a? I 20° +. 3 


Ps SZ > , L—-—%%>: . 
ART + x)? Tue + a)? (+ r 
On peut faire maintenant converger Ax, vers Ja li- 


mite zéro, et à cette limite « se changeant en ?”,, on 
aura 
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Po = 0 , To — O n à 
nn nt US man Art dr 
cat CS SR PEAT LE St Poe AN OT Pl? dons 12N511 
(+ r"r 2 (HT (147,7) 
e . , e 
Les valeurs de 7,, 5,, £, restent indéterminées; mais 


elles demeurent pourtant comprises entre de certaines 
limites qui sont, pour : 

ro  —1et+1, répondant à Y'——00 VHS ; 
ONCE I UN Mon th O. : 
Da et 2 RP a fi D 00 . 


$ 2. Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions 
implicites. 
141. Soit 
f(x, 7)= 0 (c) 

une équation qui détermine implicitement y en fonc- 
tion de x, et posons 

RERO TE 7) LAS RARE r) : 

D IE EURE net PURES 
si le premier membre de l’équation (c) s’évanouit pour 
x—=%,, quel que soity, on ne pourra pas tirer immé- 
diatement de cette équation la valeur correspondante 
y, qui sera en apparence indéterminée. Dans ce cas, la 
fonction 
UT TANT CTI) 
s’évanouira, quelles que soient les valeurs de y et de AY, 
et par conséquent la fonction f, (x,, y) s'évanouira aussi 
indépendamment de y. Donc l'équation dérivée de (c), 
qui est en général 
Fa S)4+T fix, 7) ET a 
se réduira, pour x —=%x,, à 
Fes Wa) — 0% 

et de cette dernière équation on tirera la valeur de 7. 
Si elle était encore satisfaite identiquement, on recour- 
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rait à l'équation 


sé Sa Re 
et ainsi de suite. 


Soit, par exemple, 
re Von nr l0e rer 0. 
l'équation dérivée sera 
AE LA SA TER 
IHAT 
et se réduira, pour æ—=0,à - 
Pot ae 0, HOLE—ITS 
Prenons encore 


2MX — 1 +- , 


Ex, r)=(r—1)x —y[log(1+x)f—=0o, 2x,—o: 
il viendra pour première équation dérivée 
log(1+-x) 
D 
1+-x 
e / . C2 £t. VA e 
supprimons le terme en ÿ qui doit s’évanouir pour 


2x? — [Hog(1+x)} ir + 22 (Y2—1) —2Y 


æ— 0, et il restera l'équation 

2 (+2) (p— 1) log +2) = , 
laquelle est encore satisfaite, indépendamment de y, par 
la valeur x—0o; mais si l’on en prend la dérivée 


/ À FA 
[aya(i+x)—log(1+x)]7" + (7° —1)(1 —2x)— APE 0, 


et que l’on fasse dans cette seconde dérivée x —0, les 
valeurs correspondantes de y seront les deux racines de 
l'équation 
à met dore M 0 
142. Considérons une équation différentielle 
HET ) —08 (c') 
et supposons-la d’abord mise sous la forme 
y! — f(x, Ya : 
1 F les 7 ) 
désignons par +, y, les valeurs de +, y qui annulent à 
la fois les fonctions /, F,et par y”, la valeur correspon- 
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dante de y”: en vertu de la formule (a), la valeur de 
y’, sera donnée par léquation du second degré 

Po +90) 0 / 
TO RC LUE (Eee ps — 0. 

Oo a 


(Q 


Si les équations (p) et (g)se trouvaient en outre satis- 
faites, la valeur de y", d’après la formule (0), serait 
racine de l'équation du troisième degré 

ANT RSS HP 
ET ve cv TE 


© 


ou 
To — (280 — to) 9 0 (Ro — 280) Jo — 7 0 ; 
et ainsi de suite. 

Il peut se faire néanmoins que la valeur de y’, soit 
effectivement indéterminée : comme cela arriverait, par 
exemple, si l’équation 

QI HP —g)r —p —o 
était satisfaite pour toutes les valeurs de y”, indépen- 
damment des valeurs attribuées à x et à y. Alors l’é- 
quation 
Ty +(2S—1t)7 +(R—2s)y —r—=0o, 

et toutes celles qu’on pourrait obtenir par des différen- 
tiations subséquentes, jusqu’à l'infini, seraient aussi sa- 
tisfaites identiquement. On reconnait ainsi que la valeur 
de y’ donnée par l'équation 


est réellement indéterminée pour le système de valeurs 
LE OM 0: 

En général, lorsque les valeurs particulières x,, r, 
satisferont à l'équation (c'), indépendamment de 7°, la 
dérivée de cette équation 

CE M er, df 
Ha La D dy? Fa 


LATE 
ÿ —9; 
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se réduira pour les mêmes valeurs à 


me) + + (à) Vo 0 > (ce) 


l'expression ae qui représente la valeur de Cv 

dy’ dy" 
pour yÿ—o, devant s’évanouir d’après le raisonnement 
qu'on a fait plus haut [141]. Les fonctions 


ie QU 


doivent généralement renfermer ec trois quantités «,, 
Jess Ce qui empêchera que l'équation (c”,) ne soit 
linéaire par rapport à l’inconnue y. 

Admettons que l’équation (c”) soit algébrique par rap- 
port à y", ou qu’elle ait la forme 

fe, DHL (x, DH (x, r).7°+ ete. — 0 : 


l'équation (c”,) deviendra 


a &r df\ RE Ê É | 
(a aa TRE À 2) Te 


et conséquemment elle sera, en RE par rapport à 
J'ss dun degré supérieur d’une unité au degré de l’é- 
quation (c') par rapport à y”. 


$ 3. Maxima et minima des fonctions explicites de plusieurs 
variables. 


143. Etant donnée la fonction de deux variables 
2— f(x, 7), S 
si l’on établit une haision arbitraire entre les variables 
y et x, z deviendra fonction de la seule variable indé- 
pendante x, ei l’on aura 
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f 


P + Gr 


= r + 253" +1? + g)", 


dz ! ! f ! / 
= u+3ur 3wy" + VIS + 3(s+iy)y"+ar", 


etc. 
Nous surmontons d’une barre les différentielles dz, 


d?z, etc., pour indiquer des différentielles totales; les 
lettres p, q, r, etc:, ont la signification convenue [124|; 
etr’,r7",.7"", etc., désignent, selon l'usage, les coeffi- 
cients différentiels de », considéré comme fonction de 
x, en vertu de la liaison arbitraire que l’on concoit éta- 
blie entre ces variables. Cela posé, on aura pour condi- 
tion commune au /naximum et au minimum [or | 


PH9r 0; (d) 
et en outre l'inégalité 
rH2sy ++ gr" <o (d,) 


# 


devra être vérifiée dans le cas du maximum, de même 
que linégalité contraire 

r+2sy + ty +gy" > 0, (d,) 
dans le cas du minimum. Si maintenant on établit que 
ces conditions sont satisfaites, indépendamment de la 
liaison arbitraire conçue entre y et x, on aura déter- 
miné par là même les conditions du maximum ou du 
minimum de la fonction z, dans l’hypothèse de l’indé- 
pendance des variables x, y. 

Pour que l'équation (d) soit satisfaite, indépendam- 
ment de toute liaison entre y et x, 1l faut qu’on ait sé- 
parément 

P—=0, g—=0; (e) 


ce qui réduit les inégalités ( d) et (d,) à 
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r+25Y +7" <0, 
r +257 +7? > 0. 
Pour que le premier membre commun à ces deux 
dernières inégalités conserve le même signe, quelle que 
soit la valeur assignée à }', il faut que l'équation 


r + 2sy +ty? Oo, (f) 
résolue par rapport à y’, ait ses racines imaginaires, ce 
qui entraine Ja condition : 

rt < 0, (8) 


et ce qui exige par conséquent que les fonctions 7, £ 
soient de même signe, après qu'on y a substitué les 
valeurs de x, y tirées des équations (e). Quand l’inéga- 
lité (g) sera satisfaite par ces valeurs, il y aura rraxi- 
mum ou muninumn, selon que les fonctions r, £ devien- 
dront toutes deux négatives ou toutes deux positives. 
*144. La théorie des r#axtma et minima des fonctions 
de deux variables se lie très-simplement à la considéra- 
tion des lignes de niveau [127][, dont l'équation { d) est 
précisement l'équation différentielle. Il est évident qu'au 
point (x, y) pour lequel la fonction z est un maximum 
ou un zxnimum, la ligne de niveau doit s’'évanouir, ou 
plutôt se réduire à un point isolé. Il faut donc (ainsi que 
nous l’expliquerons plus en détail à propos des points 
singuliers des courbes planes) qu’on ne puisse pas tirer 
de l'équation 
V=— ke (d”) 
) 
une valeur réelle de y', bien que les valeurs de p,g ne 
soient ni imaginaires; ni infinies, sans quoi la fonc- 
tion 3 cesserait d’être réelle, ou éprouverait une solution 
de continuité du second ordre au moins. Par conséquent 
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il faut que la valeur précédente de >” se présente sous 
0 

0 ? 
maximum comme pour le minimum, p = 0, q — 0. 


la forme indéterminée 2, et qu’ainsi l’on ait, pour le 
Dès lors, d’après ce qu’on a vu plus haut [142], la vé- 
ritable valeur de y” sera donnée par l'équation 
rs") 
D ANSE. ty ! 
qui ne diffère pas de l'équation (f); et afin qu'on ne 
puisse pas tirer de cette équation des valeurs réelles 
pour y’, il faut que l’inégalite (9) soit satisfaite. 
Si l’on a au contraire l’inégalité 
s—r>o, 
on tirera de l'équation ( f) deux valeurs réelles de y’ : 
le point (x, y) sera le point d’intersection de deux 
branches d’une ligne de niveau amn, n' mn (fig. 4o), 
qui divisera le plan x y autour du point 77 en qua- 
tre régions , dans eux desquelles la valeur de 3 ira en 
croissant à partir du point 72, tandis qu’elle ira en dé- 
croissant dans les deux autres, à partir du même point. 

145. Les conditions (e), (+) sont celles du #7aximum 
ou du ninimum absolu : si l’on établit entre y et x la 
liaison exprimée par y —+x, et qu'on détermine dans 
cette hypothèse la valeur de + qui rend la fonction z 
un Aaximum où un rñinimum relatif, cette valeur sera 
l’abscisse du point où la ligne y—vx est touchée par 
une ligne de niveau. 

En général, on entend par #7axtma et minima rela- 
tifs ceux qui n’ont lieu qu'après qu’on a établi entre les 
variables indépendantes des liaisons arbitraires qui en 
réduisent le nombre. 

146. Régulièrement les coefficients r, s, € de l’équa- 
tion (f) ne dépendront que des variables x,7 et non 
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de y”; mais s'il arrive que ces coefficients se présentent 
accidentellement sous la forme *, il pourra se faire que 
leurs vraies valeurs, trouvées par les procédés qu'on a 
indiqués au commencement de ce chapitre , varient 
avec y'; et alors l’équation (/f°) ne se trouvant plus du 
second degré par rapport à y’, les raisonnements qui 
précèdent tomberont en défaut. Soit, par exemple, 


JV 2 y : 


d'après le n° 140, les équations (e) seront satisfaites 
pour le système de valeurs x=—0, 7 —0, et l'équation 
(f) deviendra 
S+oys+y —=o. 

Comme cette équation a la racine réelle y'—0, le sys- 
tème des valeurs citées ne correspond pas à un maxi- 
mum. ou à un »urimum de la fonction 3. Dans tous les 
cas semblables, on n’a plus à considérer l'inégalité (2°). 

147. Lorsque les valeurs de x,y qui satisfont aux 
équations (e), vérifient aussi les équations 


Ve OS SE UE 0 (e,) 


l'équation (f°) n’est plus propre à donner la valeur de spa 
qui se tire alors de la formule 


PRINT u+owuy + m7” 
TR Wu +24 + dy" 
ou 
DE D AY NS y? + USE 0 sig) 


Comme cette équation est d’un degré impair par rap- 
port à,7', tant que les dérivées partielles du troisième 
ordre u, v,#, w ne dépendent point de y’, elle a né- 
cessairement une racine réelle, et par conséquent les va- 
leurs x, y qui sont racines des équations (e) et (e), ne 
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peuvent rendre la fonction z un maximum où un méni- 
mum, à moins qu'on n’ait séparément 
HITS OI ON M HON A EIONS (e,) 

c’est-à-dire à moins que tous les termes de la différen- 
tielle totale du troisième ordre 

dz 

da 
ne s’évanouissent séparément, comme ceux des diffé- 
rentielles totales du premier et du second ordre. Il faut 
en outre que le polynôme du quatrième degré en y” 

diz 

dxi 
ne donne pour y’, quand on l’égale à zéro, que des ra- 
cines imaginaires; et cette nouvelle condition étant sa- 
tisfaite, 1] y a maximum ou minimum, selon que le po- 
lynôme reste constamment négatif ou constamment posi- 
tif pour toutes les valeurs de y”. 

En poursuivant cétte analyse, on arriverait à la règle 
générale qu’il faut, pour l'existence du maximum ou 
du minimum : 1° que la première dérivée totale dont 
tous les termes ne s’évanouissent pas séparément soit 
d'ordre pair; 2° que cette dérivée totale conserve le 
même signe (négatif dans le cas du maximum, positif 
dans le cas du rrinimumn), quel que soit le rapport ar- 
bitraire établi entre les accroissements infiniment pe- 
tits des variables indépendantes. 

Telle est, en effet, la règle que les auteurs ont cou- 
tume de donner sans restriction, mais qui en comporte 
une très-importante. En effet, si, par exemple, quelques- 
unes des dérivées partielles w, 4, w, v, se présentaient 
sous les formes indéterminées ?, ?, et que leurs vraies 
valeurs fussent susceptibles de varier avec y”, l'équation 

TL 17 
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(f.) pourrait, ou cesser d’être algébrique, ou n'être 
plus d’un degré impair par rapport à y”, et n'avoir que 
des racines imaginaires; en sorte qu'il pourrait y avoir 
maximum où mirumnumn sans que les équations (e, ) fus- 
sent vérifiées. 

148. Quand la fonction z éprouve une solution de 
continuité du second ordre, et que les dérivées p, g, 
deviennent toutes deux infinies, la valeur de y’ est en- 
core donnée par léquation (d°) sous une forme indéter- 
minée; et il convient de recourir à une discussion spé- 
ciale pour chaque cas, afin de reconnaître si cette 
circonstance correspond ou non à un /2aximum ou à 
un »unrinum de z. 

Soit, par exemple, 

2 VV AE AUS 
d’où 
2x di 2Y 
CET LE CE TD 
le système de valeurs x—0, y —o annule z et rend p 
et g infinis; car, si l’on pose y — «x, il vient 


I : œ 
Stereo Eee al 
Va. (140) V’æ.(1+ 0) 


valeurs infinies pour x—0o. Mais à cette limite le rap- 


C9 RO 


P — 


port « se change en y’, et l'équation (d') donne 


P == d'ou ac Ver 


qg 
L’imaginarité de ces valeurs de y” montre qu'il n’y a 
assan ne des r- 
pas a ligne Aeyniran passa t par Forigi Ehdes:co0x 
données, et qu'ainsi ce point correspond à un maximum 
ou à un zununum de 3. D'ailleurs, la forme de la fonc- 
tion fait voir qu’elle ne peut admettre qu’un rninimum. 
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149. Considérons maintenant la fonction de trois 
” variables u—f (x, y, z), et, pour plus de commodité, 
faisons usage de la notation 


du du CHR O 
LEUR À ) PEN TEA 
d'u du LH I AUQRES 
ER PTE À PTE TAN 
du du du 


ser pre — #13 ne En AL 
Si l'on conçoit des liaisons arbitraires établies entre x 
et chacune des deux autres variables y et z, w devien- 
dra fonction de la seule variable x, et lon aura, pour 
l’équation commune au maximum et au MUNUNUM , 


—— 


du f = 

TL RS + p:3 —0. 

En conséquence, pour qu'il y ait 2axünum où miRunuUn 
absolu [145], ou pour que l'équation précédente soit sa- 
tisfaite indépendamment des rapports arbitraires y", z', 
il faudra qu’on ait séparément 


p=—0, 0, m0; ) 
5 
ce qui réduit l'expression générale de si au polynôme 
Ti HV + rs +2 (ST HSs,32 +5,27 27). 

Il faudra en outre que ce polynôme conserve le même 
signe, sans s’évanouir, quelques valeurs réelles qu’on 
attribue à »', z ; et pour cela que l’équation en y’, 7’ 
qu’on formerait en égalant ce polynôme à zéro, ne donne 
jamais à l’une de ces variables une valeur réelle, quelle 
que soit la valeur réelle de l’autre variable. 

En résolvant cette équation par rapport à y, nous 
trouverons que y’ reste constamment imaginaire, si l’on 
a, quel que soit z', 

(Sa + S,32 ) —7, (732 H28:32 +7) <0O, 
17. 
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ou 
k ! 

(Sos r3)2 HS 83 —78,3)2 HS, —17, <O. 

Cette dernière condition se vérifie à son tour, si l’on a 


d'abord 


Si — Fr, <O» S33 Pl; <O, (G) 
et ensuite 
(Sosa —P813) (5 nn )(Ss — Fr) <0. (Gi) 
Les inégalités (G) exigent que les trois dérivées par- 
tielles r,, r,, r, soient de même signe; et l’une de ces 
inégalités étant posée, l’autre est une conséquence de 
l'inégalité (G.,) : de sorte que cette dernière inégalité, 
jointe à l’une des inégalités (G) et aux équations (E), 
compose le système des conditions requises pour l’exis- 
tence du maximum où du minimum. La symétrie indi- 
que que dans ce système on doit avoir aussi 
13 — FT; <O. 
Il y aura maximum si les trois dérivées r., r,, r; sont 
négatives, et ##7irRünun si elles sont toutes trois posi- 
tives. 
Si les valeurs de x, y, z qui satisfont aux équations 
(E), vérifiaient les suivantes 
O0 , 70 3 30 SO 30 > 8,30) (E,) 
il faudrait, pour l'existence du maximum ou du mini- 
mum, que les mêmes valeurs annulassent toutes les 
dérivées partielles du troisième ordre, et que la dérivée 
totale du quatrième ordre conservât constamment le 
même signe (négatif dans le cas du maximum, positif 
dans le cas du minimum), indépendamment des rap- 
ports arbitraires y z'; et ainsi de suite. 
Néanmoins, la règle tomberait en défaut, si les déri- 
vées partielles qui ne s’évanouissent pas se présentaient 
sous une forme indéterminée, et devenaient fonctions 
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des rapports y’, z', comme on en a vu des exemples, à 
propos des fonctions des deux variables. 

Elle tomberait encore en défaut, et il faudrait recou- 
rir à une discussion spéciale pour chaque cas, si les 
dérivées partielles du premier ordre ou des ordres su- 
périeurs devenaient infinies. 

150. Comme application de cette théorie, proposons- 
nous de déterminer, parmi les triangles isopérimètres, 
celui dont laire est un maximum. 

En appelant 2c le périmètre, x et y deux des côtés, 
z l'aire du triangle, on a la formule connue 


DR 
Les équations du maximum sont : 
ET Ce D eme mr à 
Te 2V/c(c—x\c—y{x+7—0) 


c(c—x)\(2c—2y7—x) 


0 


7 21e 
ou plus simplement, en écartant les solutions x — Æ , 
J= Æ , 

(e—y) (2c—2x—7y)—= 0 , (c—x) (2c—27—x) — 0. 
Ces dernières équations se décomposent dans les quatre 
systèmes. 


O0 


DER CAT A0 


Y=C, 2C—2ÿ —%—=0; PCT NOR 
ÆX—C,20—2T—7Y—O; OU {T—C, Yÿ —O; 
D2C—I2Y—X—O , 26 —2%—Y—0 ; He) Ch 


Le dernier système est le seul qui satisfasse à l'énoncé 

1 7 0 . f A 
géométrique de la question : les autres répondent à des 
cas où le triangle est impossible. 


On a 


r—=—? Ve . 
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xyÿ—2(x+7—c) 


—— 1 c Mgr eee + 7 PANNENT EN ECOLE 4 
5 EL eme non 
Die Ar 24e EI PAPE 


[C—r)(x+r—0F 
En conséquence la condition exprimée par linégalité 
(2) devient après réduction 
(@+y—e) >o, 
et se trouve satisfaite pour toutes les valeurs réelles de 
x, y. D'ailleurs, il est visible que 7 et £ sont négatifs : 
ainsi le système x — y — ic correspond bien à un 
mazxtnum de la fonction z. On en conclut que le trian- 
ole qui satisfait à la question est équilatéral, ce qui se 
démontre au surplus en géométrie élémentaire. 
151. Cherchons encore le système des valeurs de x, y 
qui rend un »#aximum la fonction 
sal di a + bx + cy 
PDA D 
nous aurons les équations 
un b—ax+y(by—cx) 4 
OR PEn 
__C—ay+r(cx— by) si 
GRH 


1 


q 


ou plus simplement 
b—ax+y(by —cx)—0,c—ay+x(cx—by)—0. (h) 
On y satisfait en posant 

b—ax—0, c—ay=0o, d'où by —cx—o ; (&) 
ce qui donne pour la valeur 7aximum cherchée 

z=V a +h+e. 

Le système (#) comprend d’ailleurs toutes les solutions 
réelles du système (2); car si l’on opère entre les équa- 
tions (2) l'élimination de y à la manière ordinaire, on 
aura pour l’équation résultante en x 
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(b—ax)[(b° + c°) 2° 4 2abx + a+ ce ]—0 ; 
et après qu'on a tenu compte du facteur  — ax, l’autre 
facteur ne donne pour x que les valeurs imaginaires 
ni me Bi rime) 
b + c 


On a 
(a+cy) (14+-2° +47") 3x [b—ax+y (by —cx)] 
ue G+a +7") 
_ (20y—ca) + +Y A Mt et 
(+2 +7") 
(a+br\ 142") rle— ar +a(cx—by)] 
FU CFP) 
Pour les valeurs de x , y qui satisfont aux équations (£), 
ces expressions se réduisent à 
a’(a°+-c°) a’ be a”(a*+-b?) 
Par PE ent ANR ee Don Ar EEE 
et l’inégalité (2) devenant 
28 
No HEC) 
est nécessairement vérifiée. De plus, 1l ne peut y avoir 
lieu à un 22rimum , puisque les valeurs de 7, £ sont es- 


? 


“0 


sentiellement négatives. 

Nous conclurons de ce calcul que les valeurs des 
quantités variables IP z', qui rendent un raxtmum la 
fonction 

A X+Vy +727 
Tarte 
donnent à w la valeur 7X2+Y2+7?, ainsi qu’on l’a an- 
noncé [129], et sont déterminées par les équations 
Y—Xy —0, Z—Xz—0. 
Il resterait à faire voir, pour justifier ce qui a été dit 


dans le n° cité , que les équations 


dy dz 
Ne— KE —0, 1 X TH —0 
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appartiennent à des lignes qui rencontrent normalement 
les surfaces caractérisées par l’équation différentielle 


X dx + Y dy + Zdz — 0 ; 
mais ceci résultera de la théorie des surfaces courbes, 
qui doit être exposée dans le livre suivant. 


$ 4. Maxima et minima des fonctions implicites. 


152. Pour déterminer les maxima et minima de la 
variable y, donnée implicitement en fonction de x par 


f(æ,7)=0 ; (4) 
= d f - d f DE (4) 


l'équation 


on posera 


et l’on tirera des équations (#) et (4’) les systèmes de 
valeurs de x et de y qui peuvent rendre la fonction y 
un 72axumum où un »#inumum. On substituera ces va- 
leurs dans léquation 


af 


dx? == 2 
qui se réduit , à cause de y/— 0, à 
df., df 
DER A ave par 4! 
dx A dy? 0 ? ( ) 


afin de s'assurer que les mêmes valeurs ne font pas éva- 
nouir y”, et en même temps pour distinguer , s’il en est 
besoin , le maximum du minimum, au moyen du signe 
que prend y”. 
Soit, par exemple, l'équation 

2 — Saxy +y —0, (&) 
qui représente une courbe (fig. 44), connue sous le 
nom de Folium de Descartes : on en tirera 


2 
; LA 
En (a/) 
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et, en conséquence, l'équation commune au 77aximum 
et au Murumnmumn sera 
ay —0 . (9 
Par l'élimination de y entre les équations (x) et (8), 
il vient 
s d—oa L—0, 
équations dont les racines, les seules que nous voulions 
considérer , sont É 
LX—=O, XL — aV 2 ? 


auxquelles correspondent pour y les valeurs réelles 


4 
r=0, ja Vidr 
L’équation (4) devient 
(y — ax)" + ox —0 ; 


3 3 
et quand on y substitue les valeurs Lt] ne aV” 4, 
2 
elle donne y —— 7: par conséquent ce système corres- 
pond bien à un maximum si a est positif, ou à un ru- 
nimum si le même coefficient est négatif. 

Pour le système x—0,y—o, la valeur de y’ se pré- 
sente, en vertu de l’équation («), sous la forme indé- 
terminée © ; mais la dérivée de cette équation , ou la se- 
conde dérivée de la proposée, est 

(°— ax)" + 277" —2ay +2r—0, 
tandis que l’on a pour la troisième dérivée 
(7° — ax) y" + (6yy —3a) y" + 27° + 2 —0. 
Quand on fait dans ces deux équations 4—0, ÿ—o0, 


ec À HR 
elles se réduisent AV 0, —3, : par conséquent 
a 


ce système de valeurs correspond à un wrimum de y. 
Si maintenant nous remarquons que la proposée est 
symétrique par rapport aux variables x, y, nous con- 
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clurons de ce que le système +3—0 , y —o rend nulle une 


des valeurs de _ tirées de cette équation, qu'il doit 
En 


aussi rendre nulle une des valeurs de — , et, par con- 


dy 
séquent, rendre infinie une valeur de _ ou de y. 
Aïnsi, les deux axes des x et des y touchent à l’origine 
la courbe représentée par l'équation proposée. - 
153. S'il s’agit de déterminer les valeurs de x, y 
qui rendent un #axtmum où un minimum une fonc- 
tion z de ces deux variables donnée implicitement par 


f(x; Y:2)=0, (2) 


on posera P—09, {q—0;, ou 


af af, df af 


— 0 
dx ‘ dz É dy : PACTES 
au moyen de quoi les équations ua doivent se 


l'équation 


tirer les valeurs des dérivées partielles 7, s, 6[133]|, se 
réduiront à 


4% AN a CU PARA DA LA AR CRE De 
re ET dxdy GLS ER Re 


e faudra s’assurer que les valeurs de x, y, z, tirées 


des équations (/) et (m), et substituées dans les expres- 
sions de r, s, t, satisfont à l'inégalité (2). Nous n’entre- 
rons pas dans d’autres détails sur les cas exceptionnels 
qui peuvent se présenter , et que l’on résoudra sans dif- 
ficulté d’après les principes déjà établis. 


154. Soit 
USINE S |: CHER 


une fonction de z variables liées entre elles par 72 équa- 


SE 


tions de condition 


PIS AE LON PAEEREo M 85 ei 0 
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de sorte qu'il reste 2—n variables indépendantes. Si 
l’on veut rendre ia fenction w un maximum où un mit- 
nimum , il faudra poser léquation du—o , ou 


LEVONdf , af 
ENT Pr An ee te ae 0. .(x') 
Les équations (7) entraînent les suivantes : 
df; aies COR 
PF ji 7e in 2 i ASE — 0, 
df, df, df, 
ee Or PE PTOU ver mm A) ER Eur) 
d fm d fm d fm Es 
FT Ft He dz+ els else 10 
Après qu’on aura éliminé 2 différentielles dx, dy, 
PAU. entre les équations (7) et (7°), on égalera 


séparément à zéro les muitiplicateurs des 2 —7n diffé- 
rentielles restées arbitraires, et ces 72—m équations, 
combinées avec les équations (7), détermineront les sys- 
tèmes de valeurs de æ, y, z,..... , propres à rendre la 
fonction w un maximum où un minimum. Il faudra en- 
suite s'assurer que la fonction du devient, par la subs- 
titution de ces valeurs, négative dans un cas, positive 
dans l’autre, quels que soient les rapports des différen- 
tielles restées arbitraires : ce qui pourra exiger des calculs 
compliqués. 

Quant à l’élimination entre les équations (7) et (n”), 
elle s’opère élégamment par la méthode des facteurs in- 
déterminée, dont on fait un fréquent usage en analyse. 
Concevons qu’on ait multiplié respectivement les pre- 
miers membres des équations (7”) par des facteurs 
A1 3 35cm, €t qu'on les ajoute au premier membre 
de l’équation (7'); qu'ensuite on égale à zéro les multi- 
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plicateurs de chaque différentielle dans l’équation résul- 
tant de l’addition indiquée; on aura x équations 


df df, df, 11 ANT 

dé th eue —+- +. + \n PT 9 

Du dfi .., df, fm _ 
PR CCC BR PTTENE etc 3 


entre Fume on PURES éliminer les 72 facteurs 
À ,k5eeed%m) de manière à obtenir les équations finales, 
en nombre 7 — 7. - 

155. Admettons, pour prendre un exemple, que l’on 
cherche le z7Eën1mum de la fonction 


U—=R+HY ++ ...... » 
les Va Tia bles T4 y 2H ANR étant liées par l'équation 
de condition 

ax +by+cez...... —=k, 
dans laquelle a, b,c,...... X désignent des nombres 


constants. On aura , en opérant d’après la manière qui 
e JA e , , 
vient d’être indiquée, 
Ha =0, Y+bX—=0o, z+c —o,etc., 


ce qui équivaut à 


SIS 


7 nee : — etc. (o) 


On en conclut, d’après les propriétés connues des pro- 


portions, 
LUE VAN x°+-y"+-7"+- etc. u 
TS 6 LC 
b e a DC -FHetCt ah "etc. 
T° PM à x° +7" +3" etc. LL 
Rp ee nm | En 
ax 116 by sen cz ax+-by+cz+4 etc. À 
et par suite 
tee Vu as ki £ 


—> 


————_—_—_—_—_—La—a—a——2, 
k La +b +6 +- etc. a D EC. —+- etc. 
Pour s'assurer que cette valeur de « est bien un "int- 
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mum , 11 suffit de poser l’équation identique 
(a°+0*+6c"+etc.) (x +7" +2" +etc.)—(ax+-by+c34-etc.} 

+-(bx—ay) + (cx— az) + etc. , 
qui devient dans ce cas 
k°+(bx—ay) + (cx—az) + etc. . 
ARR AR TA 
par où l’on voit qu’en effet l'inégalité 
| n 
EAN Let, 
est vérifiée pour toutes les valeurs des variables qui ne 
satisfont pas aux équations (0). 
Si les variables x, y,2,..... se réduisent à trois et 
désignent des coordonnées rectangulaires, la valeur 
minimum de V7 mesure la distance de l’origine au 


u> 


plan 
ax + by+cez—k, 


RAVLAE ALU UE LE LE VE VERT VUE LL VE LUS VU LE LU LE LE VEUVE VE LE AE LE LLUU RL ULEULUVEBULULER VER LAS VELL URL US 


CHAPITRE IV. 
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EXTENSION DES FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN 
AUX FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. — FORMULE DE LAGRANGE POUR LE 
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES. 


ee ——— ne 


$ 1°. Extension des formules de Taylor et de Maclaurin aux 
fonctions explicites de plusieurs variables indépendantes. 


156. Il suffira de considérer la fonction de deux va- 
riables 
z— f (x 79 
attendu qu'il n’y a aucune difficulté à généraliser les 
formules, pour un nombre quelconque de variables. 
Afin d’opérer le développement de la fonction 
fa+hk,;y+r 
suivant les puissances ascendantes des accroissements A 
et «, l’on pose 
huh uk 
d’où 
fa+h,r +) f(ztok, y +ak)—=fa. 
On développe la fonction fx par la série de Maclaurin, 


comme une fonction d’une seule variable , et il vient 
2 3 


fa—f(0) +7. (0) ++ 8" (0)+ fo) Het. (f) 


Mais on a, par la règle de différentiation des fonc- 
tions médiates, 
ve, dif +ah, y +ak) k + d, f (x+uh ,7+ak') k, 
dx dy 


ou, pour employer une notation plus concise, 
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2 7) 


43 CA ALES Pre FL 
etc. ; 
on a d'autre part 
f(o)= f(x, r)—=2; 
et l’on conclut des équations précédentes : 
f(o)—ph'+qK", 
f(o)=rh" +ashk tk, 
f(o)—=uh®+ 3uh"k + 3whk "+ vk, 
etc. 
Substituons ces valeurs dans la formule (f), et remet- 
tons-y pour L', 4’ leurs valeurs en k, # : l’auxiliaire « 


disparaïtra, et il viendra 


LOUE 
SGH +)=s tp +4 


ni À ke nn labRe: ip 
LOT CT 1.2 
5 RAIDE he 45 
RME A CRE EE ETS 
+- etc. (F) 


On peut remplacer dans cette expression les lettres 
P» gr, etc, par les coefficients différentiels qu’elles re- 
présentent; et si l’on emploie en outre, pour plus de 
brièveté , la notation symbolique dont nous nous sommes 
déjà servi [43 et 124], on obtiendra la formule 


LL RMI de ie h 4 dz 
feet CRE) (el 


h k da 
es Li \ 
+(R+ x) LE + ce, (D) 
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qui met bien en évidence la loi du développement, PR 
un nombre quelconque de variables. 

La série de Taylor, ainsi étendue, tombe en défaut 
lorsque, pour des valeurs particulières des variables x , 
Y ; la fonction z et ses dérivées partielles p, g,r, etc., 
ou quelques-unes d’entre elles, prennent des valeurs in- 
finies, ainsi qu'on l’a expliqué à propos du développe- 
ment des fonctions d’une seule variable [106]. De plus, 
elle tombe en défaut lorsque la fonction z ou ses déri- 
vées partielles prenant des valeurs indéterminées, on 
ne peut lever l’indétermination que par l'établissement 
d’une liaison arbitraire entre les variables x, y, et par 
suite entre les accroissements 2 et #, conformément à 
ce qui a été expliqué dans le précédent chapitre. 

157. Soit r; la valeur du reste qui doit compléter la 
série (f), quand on l’arrête au terme affecté de la puis- 
sance & : on a [109| 

Énens erne (noie 

1.2.3...(24-1) 
6,6, désignant des nombres inconnus, compris entre 
oet 1. Donc, lorsqu'on arrête la série (®) au terme 


h RONCRTTe 
Ga ni) PRENNÉ 


le reste R; qui doit compléter cette série , a pour expres- 
sion symbolique 


fé) (6 
ANA | (Gi) ; 


( h k D dix f(x+-0h, y + À) 
R, SE QUE FL RO ES 
date dy 1.2.3.....(1 +1) 
ou bien encore 
ho RE dif: f(x40,h, y +6,4) 
(10. | — De ei Li) OR QE 
Ur DE) Es 
Les nombres 0, 0, qui entrent dans ces formules, 
sont inconnus; et elles ne peuvent point servir à calculer 
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les valeurs de R;, mais seulement à assigner des limites 
entre lesquelles ces valeurs doivent tomber. 
La valeur de 7; en intégrale définie étant 
I 


QUE sf. PE). HEGX 


on en tirera ces autres expressions symboliques de la va- 
leur de R; : 


Ca 2 ER VA 
ax +1 f bc VAE i 
nrans af. (+3 SET $, 7H ER) ds, 


DL RAR TI MCE br ne te) piJ8. 
me, Ga) di f(e+h por + l—$).5 48 
Pour donner une application de ces dernières for- 


mules et en indiquer en même temps la démonstration 
prenons {— 1, de sorte qu'on ait 


fa—{(0)+* .P(0)+r, = fe. se. 


Soit 
pe RE D DEF a,» 
pee 


PCR) PTr + (o—8)4", r4+Ce—$)47 

+ 2h RP Te (a—Byh', y + (u—B] + 22 [x + (a—8)4", y + (a—$) #"] 

=h° fa + he, y + kB) HN fa +R, y + k— #8) 
HA (x + h—NB,y+ A —4%P) : 


on aura 
Re fl P@—h NB, 7 +R KR. pd 
(04 
+at [ JiG+h- 6,7 +E—ÆF8) .8d8 
LA [eh NE, 7 HRK) Bas. 


On peut remplacer dans le premier terme de la va- 


ES 18 
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leur de R, la variable £ par À en prenant pour limite 


supérieure de l'intégrale 4#'—, au lieu de «; et alors 
ce premier terme devient 
h:,3 Sd ty k 
[ (attsrtt-pe) if CEE : 
en sorte que dans son expression n'entrent plus les auxi- 


liaires «, 2', #’. On donnerait au même terme, en rem- 


plaçant la variable £ par Fa la forme 


RTE k 

F J. MSC TT ee FE k—8) è Bd£; 
0 
et si l’on soumet aux mêmes transformations les deux 
autres termes de la valeur de R, , on trouvera pour R, 
ces deux expressions 


h | k | 
Re rs J | Le f(x + hi —$ “es mi mes EP) +2hk f; (x+A—$ ) pre Ê ) 
o t k 
k:. 1] 
HR Jethpr+h 56) |.808, 


k h \ h 
Rp f | je fsb 7 APE f (eh T8, HAS) 


HR eh Br hs) | 608. 


On établirait par un calcul semblable les valeurs gé- | 
nérales de R; dont on a donné plus haut l'expression 
symbolique. 

158. Désignons par Ze Per Jo» l'or €tC., les valeurs 
que prennent les fonctions z, p, q, r, etc., quand on 
fait x—0, y—0 : l'équation (F) donnera 


vA FA 
A2 }=20 NP 4e 
54 ; Y 


I 


TL? DA 
ro +50 
1.2 I 
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3 2 , Pr | 
ORALE TAN SR 

+ 4 bc AE Pr "OL CA 

HAS 5 1,2 I EE 24:91 


et, de cette manière, la formule de Maclaurin se trou- 


Te 


vera étendue au développement des fonctions de deux 
variables. On peut encore écrire 
x *\ dz Z KES 
; er < A + ( +2) —. 
4 FINE 
+ Crus DE CRETE etc. 
Au lieu de développer par la formule de Maclaurin 
les fonctions de plusieurs variables, suivant les puis- 


sances de chaque variable indépendante, ce qui conduit 
à des formes de développement très-prolixes, on ne de- 
veloppe plus ordinairement ces fonctions que suivant les 
puissances de l’une des variables ; mais alors les coeffi- 
cients des termes de la série, au lieu d’être des cons- 
tantes, sont des fonctions de toutes les variables indé- 
pendantes, autres que celle suivant les puissances de 
laquelle le développement est ordonné. Ainsi l’on posera 


PACE …)=f (0,73 LS + f'(o,7, seat) à 


I 
; “'n S, sn 

+ fo, 7, Bu) + f 1 (03732 +.) etc. 
fl, ff", 17, ete., désignant les dérivées de f par rap- 
port à la variable x. L'emploi de cette formule exigera 
que les valeurs de y, z,.......,ne rendent point in- 
finies les fonctions 

PUOS Va este DDR li J (One. 

t, de plus, qu'on puisse assigner des limites conve- 
nables à l'erreur que lon commet en arrêtant la série à 
un certain terme. Il suit de ces restrictions qu’une for- 
mule telle que 


z=/f(0,r)+f'(0,7). HS l(o,y): Hf (0,1. 


+ etc. 


mA 
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pourra ne représenter une surface que dans une portion 
limitée de son étendue, savoir dans la portion où les va- 
leurs de y ne rendent point infinies les fonctions /(0, y), 


7 (0,7), 7 (o 1.7) 1 êtc- 


$ 2. Formule de Lagrange pour le développement des fonctions 
implicites. 


159. Étant donnée une équation de la forme 
Z2—= + NÉ: , (a) 
on se propose de développer z en série ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de y. Si y désigne une 
quantité très-petite, x sera la valeur approchée de z 
pour y — 0 : une seconde approximation donnera 
fem 6 D ETC PE PO (a;) 
valeur que l’on pourrait substituer pour z sous le signe 
f, de manière à avoir une troisième valeur de z, plus ap- 
prochée , que l’on substituerait à son tour sous le signe f, 
et ainsi indéfiniment. Le développement cherché a pour 
utilité pratique de dispenser de ces substitutions suc- 
cessives. 
Quel que soit l’ordre de grandeur du coefficient y, 
il est évident que le second membre de léquation («,) 
se compose des deux premiers termes du développement 
que l’on cherche. On trouverait, d’après le théorème 
de Maclaurin, les coefficients des puissances supérieures 
de y en prenant les différentielles successives de l’équa- 
tion (a) par rapport aux variables z, y, et en faisant 


ensuite y=—0, 3—* dans les valeurs des dérivées 
10e DL SR d'z 
dy” dy dy? etc. , 
tirées des équations différentielles. Il est entendu que la 
série ainsi obtenue doit être convergente, sans quoi le 
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résultat du calcul serait illusoire. Les conditions de la 
convergence ont été données par M. Cauchy dans des 
mémoires auxquels nous renvoyons le lecteur curieux 
de ces discussions délicates. | 

Le procédé général que l’on vient d'indiquer, pour 
déterminer les coefficients des termes successifs du déve- 
loppement cherché , ne donnerait pas, ou donnerait dif- 
ficilement la loi de formation de ces coefficients; tandis 
qu'on la met aisément en évidence en considérant , sui- 
vant le procédé dû à Laplace, z comme une fonction des 
deux variables +, y, en vertu de l’équation (a). 

On a, en différentiant sous ce point de vue, 

; 
EE 1 + f'z. Le D pets s. ne ) 


et par suite 


dz dz d'z 
PU Nr Le Fe +f (D) (8) 


Cela pose, soit /z une fonction de z : on aura 


d t(r2) DFE LÉ EE 
—Ÿ3. dxdy Yz. FE dy ? 
" dz | 
et en chassant _— pre ——— au moyen des équations (D), 
) 
dx À sa / 2278 
= fa (fes da (SE), 
ou 
d ’ h dz 
‘tD =— 0 ose ne «) 


Prenons V:— .. , et la première équation (0), combi- 
née avec la précédente , donnera 
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NUE Mme /À 

Bud (fs) d CEA 
BON DT dr ON NO dat 

Si l'on fait ensuite dz—(fz)?, on trouvera, par la 

comparaison de l'équation (c) avec celle que l’on vient 


d'écrire, 


n TUE] ef] 

a — dxdy TEE 

et comme on peut continuer ainsi de proche en proche, 
il est évident qu'on a, pour un indice 2 quelconque, 


NET n dz 
HE LC 3 | 
de dx: 
rar dz 
Quand on fait y—o, d'où z—x, Ty — 1) cette ex- 


pression se réduit à 


d" z a) = dr, HAL \7 


et le théorème de A Su en conséquence 
RTE) 
Ca ATOME AS 
ao Soit maintenant oz une nouvelle fonction de z 
qu'il s’agit de développer suivant les puissances de y : 
on aura, en vertu de la première équation (0), 
d.vz dz \ dz 
D = = ÿ'z f dy — Er ed [2 dx 
et si l’on pose w’3./f3—%z, la formule (c) donnera 


re“ n/) [uveur 3] 
D — DRE dx 

Comme on peut tout aussi bien prendre successivement 

pour Ÿz les fonctions 


—2+" . fL+ — etc. (d) 


SÉRIE DE LAGRANGE. 279 
DE JUN 1,24 , 
piz(fz); ps. (fi), etc., 
il est clair qu’on aura généralement 
ee lz.( fzY 
d".oz | Ver a | 
dy" CEE da 
et pour les valeurs particulières y —0, z2—%x, 


LAS = dr [gx.(fx)]. 
di 5.308 da: 


9 


donc 
ee qu + OP: ja ges Dai HAE UE 
1 04 
LNERE Lee (fe) ] 
1.2.9 dx? 

Les formules (4) et (e) sont évidemment susceptibles 
de s’étendre à des fonctions implicites de deux ou d’un 
plus grand nombre de variables indépendantes. 

161. La formule (d) s'applique à la résolution des 
équations, tant algébriques que transcendantes, sous la 
condition qu’elle conduise à une série convergente. Soit, 


par exemple, 


Het. (e). 


2= LH Le" 
une équation d’où l’on veut tirer la valeur de z en x, 
ordonnée suivant les puissances de # : la formule (4) 
donnera 


À 2 Je L 
EE He © 2 AIME ©, Sm(Sm—x)x "2 + etc. ; 
1. | 


2.3 


et si l’on posait pz— z", on tirerait de la formule (e) 


2 


æ k 
Ra" — RARE —— , n (am4n—1) xt 
I 1.2 


3 


k 
EE 


.N(3m4n—1) (3m4n—2)axmti + etc, 


Pour de plus amples détails sur les applications de 
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ces formules à la résolution des équations algébriques, 
on doit consulter le traité de Lagrange. 

Considérons l'équation transcendante 

2—=X.-+ e sinz 

qui est celle d’un problème célèbre en astronomie sous 
le nom de Problème de Kepler : la variable x dé- 
signe le temps ou une quantité qui croît proportionnel- 
lement au temps; le coefficient e mesure l’excentricité 
de l'orbite elliptique d’une planète, et la variable z est 
l’angle que l'on nomme l’anomalie excentrique de la 
planète. Il vient 
* d.sinixr &  d’.sinx 
NE ON done SENS 


GE 
2=%x+-. SsnT+ “+e1c.. 
I 


2 


— x +-esin x + - sin 2e + € ( 3 sin 3x—sinx)-+ etc. 
et comme l’excentricité e est une fraction très-petite , au 
moins pour les planètes principales , la série est très-ra- 
pidement convergente. 

Dans les applications à l'astronomie et à la physique 
mathématique, on a souvent occasion de considérer le 
développement de la fonction 

I 
Via 
suivant les puissances ascendantes de y. On donne à ce 
développement une forme très-élégante en se servant. 
du théorème de Lagrange. Posons en effet 
PR OR 

d'où 

1 AE I 

dx 1 LV 1227 + 2 È 


Pour faire rentrer cette dernière équation dans la for- 
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mule (a), il suffit de prendre 
fre — 1); 


d’un autre côté, la série (d) donne par la différentiation 
8 AN Re AR 6 Eure? 


er ae iron CO ro nnerc- 
Donc 1l vient 
1h HE d.(x*—1) PAM) 
LV 1—227 ER 1.2 dx 1.2.2? dx? 
D dE pd (é—y 
12 dx Mi ane: 27 dx" ANA 
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CHAPITRE V. 


NOTIONS SUR LA FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉREN- 


TIELLES A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES INDÉPEN- 
DANTES. 


$ 1°. Des équations différentielles entre deux variables 
seulement. 


162. Lorsqu'on différentie l'équation 


f(x,7)=a, | (a) 
a désignant une constante , l'équation différentielle du 
premier ordre 
T4 Tryo (a) 
Ar UT Eee 
d’où la constante a a disparu , exprime une relation 
entre æ, ÿ,Y”, qui subsiste, quelle que soit la valeur 
particulière attribuée à cette constante dans l’équation 
(a). Si l'on considère celle-ci comme appartenant à une 
série de courbes qui ne diffèrent les unes des autres que, 
par la variation du paramètre a, l'équation (a) expri- 
mera une propriété commune à toutes ces courbes : pro- 
priété en vertu de laquelle la direction de la tangente 
est déterminée, lorsqu'on assigne les coordonnées x, y 
du point de contact. 
C’est ainsi qu’en différentiant l’équation 
SA a my el À 
on à 
TL 


Z+YY =O, ouY—=— "Va 


Tant que le paramètre a reste indétermine , la première 
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équation appartient à un cercle de rayon quelconque, 
ayant pour centre l’origine des coordonnées ; et la se- 
conde équation exprime une propriété commune à tous 
ces cercles concentriques, celle d’avoir leur tangente 
perpendiculaire à la droite menée de l’origine au point 
de contact. 
Quand le paramètre a est combiné d’une manière 
quelconque avec les variables x, y dans l'équation 
F(z;,y,a)=0o, (à) 
en général, ce paramètre entre encore dans la compo- 
sition de l'équation différentielle 
dF dF 
dx de. dy 
mais si l’on opère l'élimination de & entre les équations 
(b) et (4°), on pourra appliquer à l'équation résultante 
RAR AN te (c) 
ce que nous disions tout à l’heure de l’équation (a’) : elle 
exprimera une propriété dont jouissent en tous leurs 
points toutes les courbes que l'équation (b) représente 
successivement, quand on attribue à & une suite de va- 
leurs différentes. 


ME 05 (&”) 


Si l’on se donne arbitrairement la valeur de y qui ré- 
pond à une valeur quelconque de x, la valeur de la 
constante a se trouve implicitement déterminée : car, 
soient æ,,7, Ces deux valeurs correspondantes de x et 
de y, on a entre x, , y., & l'équation 

NÉE MANN SR 
La valeur de & qui s’en déduit étant substituée dans lé- 
quation (4), celle-ci représente une courbe déterminée et 
assujettie à passer par le point (x,, », ). 

Après qu’on a déterminé la valeur de 4 , on peut tirer 
de l’équation (2) les valeurs de la fonction y qui corres- 
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pondent à deux valeurs distinctes de la variable inde- 
pendante x. La différence de ces valeurs est la somme 
des accroissements infiniment petits que la fonction a 
recus dans l’intervalle; à moins qu’elle n’ait subi, dans 
ce même intervalle, des solutions de continuité [51]. On 
dit en conséquence que l’équation (b) est l'intégrale de 
l'équation (c) : celle-ci déterminant la valeur de l’accrois- 
sement dy qui correspond à un accroissement dx, pour 
chaque système de valeurs de x et de y ; et l’autre dé- 
terminant la valeur de l'intégrale ou de la somme de ces 
accroissements élémentaires dans un intervalle donné. 

Puisque les équations (b) et (c) sont équivalentes, en 
ce sens qu’elles appartiennent à la même série de courbes, 
on peut déjà conclure de ce qui précède : 1° que si l’on 
se donne arbitrairement l’ordonnée y, correspondant à 
une abscisse x,, la fonction y et la courbe dont cette 
fonction est l’ordonnée se trouveront complétement dé- 
terminées en vertu de l'équation (c); 2° que si cette 
équation différentielle est donnée directement, et qu’il 
s'agisse de l’intécrer, ou de trouver une équation en x, 
J qui y satisfasse, l'équation intégrale, pour avoir la 
même généralité que l'équation différentielle proposée, 
doit nécessairement renfermer une constante arbitraire: 
Nous reviendrons sur ces propositions importantes lors- 
que nous traiterons de la théorie de l’intégration : notre 
but en ce moment étant seulement de donner des no- 
tions générales sur la nature des équations différen- 
tielles. 


163. Soit 
Fix 7,.a,:09 0 (d) 
une équation entre les variables x, y, renfermant deux 
paramètres a, b. Si l’on différentie deux fois de suite 
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cette équation, on a les deux équations différentielles 
du premier et du second ordre, 


TURF 
NN ATEN EURE (a) 
PE A dE es Elu dE : 
de | ? rar) PEU AP 64 — 101 (7 


qui renferment aussi, en général, les paramètres &, b. 
On peut éliminer &, b entre les trois équations (d), (d”, 
(d”), et l'équation différentielle résultante 

ÉCRIN FIND (e) 
qui est du second ordre, exprime une propriété com- 
mune à toutes les courbes auxquelles l'équation (d) peut 
appartenir, moyennant une détermination convenable 
des paramètres a, b. 

Pour particulariser les constantes &, b, on pourrait 
se donner : 1° un point de la courbe, ou l’ordonnée y, 
correspondant à une abscisse x,; 2° la direction de la 
tangente en ce point, ou la valeur }”, de la fonction ?" 
pour la même abscisse. En effet, ces données entraîne- 
ront les deux équations 


dE 
F(Xo; Jos 43 b)—=0, (SE =) + fe D 


dE dAF 
(Re). ( m.). désignant ce que deviennent ie Tv 


lorsqu'on y Fes Lo Y V3 et de ces deux équations 


on pourra tirer les valeurs de &, à pour les substituer 


dans l’équation (d). 

Au lieu d'éliminer immédiatement les constantes à@, b 
entre les trois équations (d), (d”), (d"), on peut éli- 
miner successivement Ÿ et a entre les deux premières, 
ce qui donnera deux équations différentielles du premier 


ordre "À 
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ep rade ; | ( f,) 

f(x, 7" ,b)=0 , (#2) 
dont l’une appartient seulement aux courbes pour les- 
quelles « possède une valeur déterminée, restant ar- 
bitraire; tandis que l’autre, par la même raison, ap- 
partient aux courbes pour lesquelles Ÿ possède une va- 
leur déterminée, « restant arbitraire à son tour. 

Tant que a et à conservent leur indétermination, cha- 
cune des équations (7) et ( f,) a la même généralité que 
l’équation ( d) ou que l'équation (e). Ainsi l’on tirera de 
équation (f.) en la différentiant , une valeur de y”" en 
x, V9, @, qui satisfera à l'équation (e), quelle que 
soit la valeur de &. Donc, si l’on élimine & entre lé- 
quation (/,) et sa différentielle immédiate 

dd, df 
de MES A BUT 


on retrouvera l'équation (e); et on la retrouverait éga- 


PRET 
LT A0 


lement par l'élimination de à entre l’équation ( f,) et sa 
différentielle immédiate. 

GE y 
Enfin , si l’on dE entre les équations (f) et (f.), 
on retombera sur l'équation (d). 


FSU 


ns à 


Soit, par exemple, l'équation 


x — ax —by—=0, (1) 
on aura par deux différentiations immédiates 

2%—a—by —0, (2) 

2—by!—=o, (1 


et ensuite, par l'élimination des constantes «a, D, l’é- 
quation du second ordre 

2 Y — 2% +2 0. (4) 

Si l’on élimine alternativement les constantes à, «à 
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entre les équations (1) et (2), on obtiendra les deux 

équations différentielles du premier ordre 
x y — 2x7 —a(xy —y)—=0 è (5) 
x? + by — bxy —= 0, (6) 

qui auront pour différentielles immédiates 
amy Hay op ory ay Eau y), (7) 
x(2—by")—0 ; (8) 
et l’on retombera sur l'équation (4), soit qu’on élimine 
a entre les équations (b) et (7), soit qu’on élimine à 
entre les équations (6) et (8). Enfin, l'élimination de y’ 
entre les équations (5) et {6) reproduira l'équation (x). 
Il faut conclure de cette analyse : 1° qu'à une équa- 
tion différentielle du second ordre en x,y, y, y” cor- 
respondent deux équations de formes différentes en x, 
y, .y qui y satisfont, ou deux intégrales premières de 
l'équation du second ordre ; 2° que ces intégrales, pour 
avoir la même généralité que l’équation du second ordre 
à laquelle elles satisfont, doivent renfermer chacune 
une constante arbitraire; 3° que l'équation en x, y qui 
satisfait à l’une quelconque de ces équations différen- 
tielles avec toute la généralité requise, et qui satisfait 
par conséquent avec la même généralité à l’équation du 
second ordre, dont elle est l’ëntéorale seconde, ren- 
ferme deux constantes arbitraires, savoir : les deux cons- 
tantes qui entrent dans la composition de chacune des 
intégrales premières ; 4° que ces deux constantes arbi- 
traires sont implicitement déterminées quand on assigne 
les valeurs initiales »,, y’, correspondant à l’abscisse 
initiale x, , ou quand on donne un point par lequel doit 
passer la courbe dont x, y sont les coordonnées rec- 
tangulaires , et la direction de la tangente en ce point. 
164. Il est aisé de poursuivre cette discussion en l’ap- 
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pliquant à des équations différentielles d’un ordre quel- 
conque ; et, généralement, de ce qu'on peut toujours 
faire disparaître x constantes dans le passage d’une équa- 
tion à deux variables à sa différentielle du n° ordre, on 
conelut que l'intégrale n° d’une équation de cet ordre, 
ou l'équation en x, y qui y satisfait avec toute la géné- 
ralité requise, doit renfermer x constantes arbitraires. 
L'équation différentielle du #° ordre a pour intégrales 
premières 2 équations de l’ordre 7 — 1, renfermant cha- 
cune une constante arbitraire; pour intégrales secondes 
n(n—1) 
1 
cune une combinaison binaire de ces n constantes; pour 


n(n—1)(n—2) 
DA US 


équations de l’ordre 7 — 2, renfermant cha- 


intégrales troisièmes équations de 


l'ordre 7 —3, renfermant chacune une combinaison 
ternaire des mêmes constantes; et ainsi de suite. Si l’on 
élimme y, 7”, y”,....7"% entre les x intégrales 
premières, on aura l'intégrale x° de la proposée, ou l’é- 
quation en #,Y qui y satisfait, avec les 2 constantes ar- 
bitraires qu’elle comporte. 

Ces 2 constantes seront déterminées implicitement, 
si l’on assigne les valeurs 

Vario 003 To EE MNT 
pour l’abscisse x, [34]. 

On dit qu'une intégrale est générale ou complète, 
lorsqu'elle renferme des constantes arbitraires en nombre 
suffisant pour qu’elle conserve le même degré de géné- 
ralité que l'équation différentielle à laquelle elle satisfait. 
Cette intégrale générale donne les intégrales particu- 
Lières, quand on attribue des valeurs déterminées aux 
constantes arbitraires. 


FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 289 

Ainsi l’équation 

(ÿ+b)x+aiy— mx)—=o, 
dans laquelle a, à désignent des constantes arbitraires, 
est l'intégrale générale de l’équation du second ordre 
(y + ma) xy" + 27 (y — 27 )—= 0. (1) 

Si l’on pose successivement 4a—0, a —® ,on a deux 

équations 

Y+b—=0,y—mx 0, 
qui toutes deux satisfont à l'équation (9), mais qui n’en 
sont que des intégrales particulières : la première ne 
renfermant que la constante arbitraire 0, et la seconde 
ne comprenant plus de constante arbitraire. 

Les nr constantes arbitraires comprises dans une in- 
tégrale n° doivent être distinctes pour que lintégrale 
soit complète. Il est clair qu’au lieu d’une constante ar- 
bitraire C on pourrait écrire C; + C>; mais ce binôme, 
quoique offrant en apparence deux constantes arbitraires 
C; et C:,se comporterait dans toutes les opérations aux- 
quelles on pourrait le soumettre, comme la quantité 
monôme C dont il tient la place : les deux constantes 
ne seraient pas réellement distinctes et se confondraient 
en une seule. De même l'expression 

| Q em +nx + G, en: +nx 
ne renferme qu'en apparence deux constantes arbitraires 
distinctes, Cx, C>; car on peut lui donner la forme 
(Cre": + CLe"2) e“; et tant que les constantes C,, C: 
restent arbitraires, le facteur Ce”: + Ce” peut être 
remplacé par une seule constante arbitraire C, sans que 
l'expression perde de sa généralité. 

Quand nous disons que l'intégrale complète alar même 
généralité que l'équation différentielle qui en dérive ou 
à laquelle elle correspond, la proposition doit être enten- 

ANS À 19 


RS 
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due en ce sens qu'elles représentent l’une et l’autre la 
même série ou les mêmes séries de courbes : mais il peut 
y avoir en outre des équations qui satisfassent à l’équa- 
tion différentielle sans être comprises dans l'intégrale 
complète ou sans faire partie de la série des intégrales 
particulières, et qui portent pour cette raison le nom 
d’éëntésrales où de solutions singulières. Nous verrons 
bientôt ce que signifient géométriquement les intégrales 
singulières des équations différentielles du premier or- 
dre, et nous reviendrons sur ce point essentiel dans la 
théorie de l'intégration des équations différentielles. 


$ 2. Équations différentielles simultanées. 


165. 11 est toujours possible de déduire d’un système 
d'équations différentielles en même nombre que les fonc- 
tions æ, Y, 3,...... de la variable indépendante £#, 
une équation différentielle finale entre deux variables 
seulement, telles que £et x. Du mouris la formation de 
cette équation finale n’est sujette à d’autres difficultés 
que celles que peut présenter l'élimination entre des 
équations ordinaires, dans lesquelles n’entreraient pas 
de coefficients différentiels. 

En effet, supposons d’abord que l’on ait deux fonc- 
tions +, y dépendant de #, et deux équations différen- 
tielles que nous pourrons représenter par 

OEM RER asp pee MR 

fair, terme ae y 7e EEE 0 
x®%, y0 désignant , suivant la notation de Lagrange, les 


b ë, 


coefficients différentiels THE _ On différentiera 7», fois 


la première équation et » fois la seconde; ce qui don- 
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nera, outre les deux proposées, 2 + n; équations où le 
plus haut coefficient différentiel de y sera y (+71, On 
éliminera entre ces ñ + nr; +2 équations les quantités 
PTT re MÉRAUEROE 

dont le nombre ne peut pas surpasser #2 + n:1+ 1 : l'é- 
quation résultante ne contiendra que #, x, x’, x”, etc.; 
et l’ordre de cette équation résultante ne saurait évi- 
demment surpasser le plus grand des nombres »2 +74, 
Min. 

Admettons maintenant qu'on ait y équations entre la 
variable indépendante £, les v fonctions x, y, 3,...... 
et leurs dérivées des divers ordres par rapport à £: un 
pareil système est ce qu'on nomme un système d’équa- 
tions différentielles sénultanées. U pourrait se faire que 
toutes les dérivées qui entrent dans le système d’équa- 
tions simultanées, ne fussent pas prises par rapport à la 
même variable indépendante £ ; mais au moyen des for- 
mules pour le changement de la variable indépendante, 
on ramènerait toujours le système proposé à ne conte- 
nir que des dérivées prises par rapport à la même va- 
riable indépendante. 

Soient 

2e) UE APE Le 
les plus hautes dérivées des fonctions x, y, 3,...... 
qui entrent dans le système proposé; et en admettant 
qu'on veuille éliminer les variables y, z,..... et leurs 
dérivées , pour arriver à une équation finale en 
LUE TC, L,'éte., porons 
S— n + p +-etc. 

Si l’on différentie s fois chacune des équations du sys- 
tème, on aura, y compris les proposées, un nombre to- 
tal d'équations exprimé par v(s +1); d’un autre côté, 

19. 
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les quantités à éliminer, 


Fe, NS NOR 


! 


ZT ENNNRNEE z(P+s) ; etc. 
sont en nombre 
(a+-s+1)+(p+s+1)+etc. =s+(s+ 1) — 1)—=v(s+-1)—1; 
et par conséquent l'élimination donnera l'équation finale 
cherchée, dont l’ordre ne peut pas dépasser le nombre 


n+s=Mm+n+p + etc. 
Mais rien ne s'oppose à ce que l’ordre de l’équation fi- 


nale soit moins élevé : ce qui arriverait, par exemple, 
d’après ce qu'on vient de voir, si l'on n'avait que deux 
équations entre les variables £, x, y et leurs dérivées, et 
si les plus hautes dérivées de x et de y se trouvaient 
dans la même équation. 

Considérons particulièrement le cas où les équations 
proposées étant toutes du premier ordre, pourraient 
d’ailleurs être mises sous la forme 
Emme) RAR RUN re AS RAT DE tem RM NE TO 
au lieu de différentier à la fois toutes ces équations, il 
sera plus simple de différentier toujours la même, la 
première par exemple, en substituant après chaque dif- 
férentiation , aux dérivées +”, y’, z', etc. , que cette opé- 
ration introduit dans le second membre, leurs valeurs 
données immédiatement par les équations proposées. 
Après v—1 différentiations successives, on aura (en y | 
comprenant la première des équations proposées) y équa- 
tions entre les dérivées x', x”,....,x0), et les variables 
t, x, y, 3, etc. Il ne s'agira plus que d'éliminer entre 
ces v équations les y — 1 variables y, z, etc., pour avoir 
l'équation finale cherchée. 
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$ 3. Des équations aux différences partielles. 


166. Soient données deux équations de la forme 
pe CT > J') z) ) 

IR A OT er (8) 
dont la seconde deviendrait une fonction des seules va- 
rlables x, y, z, si l’on y substituait pour « sa valeur tirée 
de la première : on pourra regarder 3 comme une fonc- 
tion des deux variables indépendantes x, y ; et si l’on 
différentie successivement léquation (2) par rapport à 
ces deux variables, on aura, en conservant aux lettres 
P; q leur signification ordinaire, 


dE dF dF fd df | 
Tr AFIN. si + Sp )ea=0 à 
dE dF dF /d d 
FAT RER Ge T4 Lg Jra—0. | 
On peut éliminer entre les équations (2) et (2’)les fonc- 
tions ox, a; et comme l’équation aux différences par- 
tielles du premier ordre [124] 
f(t, 33, p; 4) 0, 
qui résulte de cette élimination, est indépendante de la 
forme de la fonction ©, elle exprime une propriété com- 
mune à toutes les valeurs de z en fonction de x, y, que 
l’on peut tirer de la formule (2), en changeant la forme 
de la fonction ©, sans changer les fonctions F et f. Con- 
séquemment elle exprime aussi une propriété commune 
à toutes les surfaces dont l'équation en x, y, z rentre 
dans l’équation (2), moyennant une détermination con- 


(g°) 


LT 


venable de la fonction D. 
Soit, par exemple, 


| 


x — ax + by, Z — pu O, 
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ou 
2% (ax+br): (2) 
les équations dérivées prendront cette forme très-simple 
p—a?a =0, qg—bga—o, 
d’où 
bp — ag = 0. (ë) 
.. 167. Si l’on a deux équations , l’une aux différences 
partielles, l’autre ne renfermant que les variables pri- 
mitives, sans leurs dérivées, mais toutes deux convenant 
aux mêmes fonctions et ayant le même degré de géné- 
ralité, la seconde équation est dite lintégrale générale 
de la première. Ainsi l'équation (4) est l’intégrale géné- 
rale de l’équation (7), parce qu’elle renferme, moyen- 
nant l’indétermination du signe o, toutes les équations 
d’où l’on peut tirer une valeur de z en fonction de x, y, 
propre à vérifier l'équation (7). 

La raison de cette dénomination d’intégrale est la 
même que pour les équations qui satisfont à une équa- 
tion différentielle ordinaire entre deux variables [162]. 
Concevons en effet qu'après avoir particularisé la fonc- 
tion ©, on donne aux variables x, y deux systèmes de 
valeurs (x, , Yo), (#,,7,), et soient z,, z, les valeurs cor- 
respondantes de z : on tirera de l'équation (A) la valeur 
de Ja différence finie z:— z,; mais cette différence finie 
est la somme ou l'intégrale des accroissements infiniment 
petits que reçoit la fonction z quand x passe d’une ma- 
nière quelconque de la valeur x, à la valeur x; , et qu’en 
même temps y passe, aussi d’une manière quelconque, 
de la valeur y, à la valeur y; sauf toujours le cas excep- 
tionnel où la fonction z éprouverait des solutions de 
continuité du premier ordre pendant qu’on fait ainsi va- 
rier les quantités +, y. 
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Les équations que l’on tire de l’équation (L) en par- 
üicularisant la fonction arbitraire ©, sont des #rtégrales 
particulières de l’équation (3); dans tous les cas, il faut 
entendre par intégrales particulières celles qui se tirent 
de l’intégrale générale, quand on particularise une ou 
plusieurs des fonctions arbitraires que celle-ci doit ren- 
fermer, afin d’avoir la même généralité que l'équation 
aux différences partielles à laquelle elle correspond , ou 
quand on établit entre ces fonctions arbitraires des re- 
lations qui en restreignent la généralité. 
Par exemple, si l’on a l’équation 
z—=%(xz+ay)+4(x— ar), (4) 
où ©, Ÿ désignent des fonctions arbitraires, et si l’on 
calcule au moyen de cette équation les dérivées par- 
tielles du premier et du second ordre p, q, r, s,t, il 
vient : 
p=g(z+ar)+Yy(x —ar), 
g—=ag(r+ay)—aYy(x—ar), 
r—g (x+ay)+4'(x— ar), 
s—ap"(x+ay)—aÿ"(x— «y, 
t—a9"/(x+ ay) +a Ÿ"(xz— ar). 
On en conclut cette équation aux différences par- 
tielles du second ordre 
Hi (2) 
qui ne contient plus les fonctions ©, 4, et qui possède, 
comme Ja suite le fera voir, autant de généralité que l’é- 
quation (#) d’où elle est dérivée. Réciproquement l’équa- 
tion (#), qui satisfait à léquation (/) avec toute la 
généralité possible, en est l’intégrale générale. 
Mais si lon établissait entre les fonctions ®, Ÿ une 
certaine dépendance : si l’on posait notamment d——+ 1, 
ou dé— vf, les équations 
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2=q(e+ay)—p(r—ay), 2=9(2+a7)+p (x —ay) , 
dans lesquelles il reste encore une fonction arbitraire o, 
ne seraient plus que des intégrales particulières de l’é- 

quation (/). 

Les équations aux différences partielles peuvent avoir 
aussi, comme les équations différentielles ordinaires, des 
intégrales ou des solutions singulières ; c’est-à-dire que 
l’on peut y satisfaire, dans certains cas, par des équa- 
tions entre les variables primitives, qu'il serait impos- 
sible de tirer de lintégrale générale, en particularisant 
les fonctions arbitraires que celle-ci renferme. Nous ne 
tarderons pas à voir des exemples de ces intégrales sin- 
gulières dans les applications du calcul différentiel à la 
théorie des surfaces ; et ce sujet sera repris dans la par- 
tie du présent Traité où il s'agira de l'intégration des 
équations aux différences partielles. 

168. Une équation aux différences partielles de l'or- 
dre z est susceptible d’avoir des intégrales premières de 
l’ordre 7 — 1, des intégrales secondes de l’ordre 7 — 2, 
et ainsi de suite. Par exemple, de équation du premier 
ordre 

=itE (m) 
dans laquelle IE désigne une fonction arbitraire, on ti- 
rera, en différentiant successivement par rapport à x et 
par rapport à y, 

nes as 7 0e 
et ensuite, en éliminant Ig, 
rt—s —0. (a) 
La caractéristique I a disparu de cette équation du se- 
cond ordre, à laquelle léquation (m2) est parfaitement 
équivalente, tant que la fonction IT conserve son indé- 
termination. Par conséquent l’équation (72) est une in- 
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tégrale première de l'équation (2); et si l’on pouvait as- 
signer une équation en x, y, z, satisfaisant de la manière 
la plus générale à l'équation (72), on aurait l'intégrale 
seconde de l'équation (7). 

Or, on satisfera à l’équation (7#), non pas à la vérité 
par une seule équation en x, y, 3, mais par le système 
de deux équations entre x, y, z et une autre variable 
auxiliaire #, savoir 

20 + Tox + Ya, (o) 

1+xpat+yY'a—0o, (o'} 
la seconde étant la dérivée de la première par rapport 
à l’auxiliaire «. En effet, si l’on différentie l’équation (0) 
successivement par rapport à æ et par rapport à y, il 
viendra 


da p 6 
p=n+ (ii +zpa+ ya), 


da À ; 
an LL PA + ro au +ry ai} 

L 

ou simplement, en vertu de l'équation (0”), 
pP—va,; q— La : 

et tant que les fonctions ©, sont arbitraires aussi bien 
que IT, le système de ces dernières équations équivaut 
à l'équation (7n). 

Le système des équations (0), (0'), renfermant les fonc- 
tions arbitraires ©, d et une variable auxiliaire « dont 
on ne peut faire l'élimination tant que les fonctions +, Ÿ 

. , r; 1 / ,° 2 

restent indéterminées, représente donc l'intégrale se- 
conde et complète de l'équation du second ordre (n). 
Cette forme des intégrales des équations aux différences 
partielles, lorsqu'il s’agit, comme dans notre exemple, 
d'équations à deux variables indépendantes, se rattache 
à des spéculations géométriques très-curieuses , que nous 
ferons bientot connaître. 
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169. On a vu [166!| que l'élimination d’une fonction 
arbitraire, dans une équation à trois variables, conduit 
à une équation aux différences partielles du premier 
ordre : nous en conclurons. qu'inversement l'intégrale 
générale d’une équation aux différences partielles du 
premier ordre, à trois variables, doit renfermer une 
fonction arbitraire d’une certaine quantité «, détermi- 
née elle-même en fonction des trois variables. Quand le 
nombre des fonctions arbitraires à éliminer est plus con- 
sidérable, l’élimination conduit en général à une équa- 
tion aux différences partielles d’un ordre plus élevé; 
mais il n'existe plus alors de rapport déterminé entre le 
nombre des fonctions arbitraires éliminées, et l’ordre de 
l’équation aux différences partielles résultant de l’élimi- 
nation. Réciproquement, on ne peut pas conclure im- 
médiatement, de l’ordre d’une équation aux différences 
partielles, le nombre de fonctions arbitraires que son 
intégrale doit renfermer pour être générale ou complète: 
de la même manière que l’on conclut, de l’ordre d’une 
équation différentielle à deux variables, le nombre de 
constantes arbitraires que doit contenir son intégrale 
générale. | 

Soient 

a—f(x; y; 2); DE (x, T2) 
deux fonctions, dont la composition en x, y, z est don- 
née, et qui entrent sous les signes de fonctions arbi- 


traires ©, dans l’équation 


F(zx,7,2,9%,4B)—0o: (p) 
si l’on forme les équations 
dF dE 
PR O0 ve OR (g) 
dE 20 à d'F 


dé dedy dy”? (r) 
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on introduit les fonctions indéterminées qu, VB, o"«, 
Y/'6; et en les joignant à ox, d B on a six quantités à 
éliminer entre les six équations (p}), (q ), (r); ce qui ne 
peut conduire en général à une équation aux différences 
partielles, indépendante de la forme des fonctions , Ÿ. 
En passant aux dérivées du 3° ordre, on aura quatre 
nouvelles équations 

2 El 0 DE BF dE 

Ts = 0; Hans dviap ere 
et l’on n'introduira que deux nouvelles indéterminées 
ox, Ÿ”'B:0on pourra donc former, et en général de 
plusieurs manières, une équation aux différences par- 
tielles du 3° ordre, indépendante de la forme des fonc- 
tions ©, d, et dont l’équation {p) sera Pintégrale géné- 
rale. Mais il pourra arriver aussi que Pélimimation des 
fonctions © , 4 se fasse sans qu'on ait besoin de passer 
aux dérivées du 3° ordre, et qu’ainsi l'équation (p } soit 
l’intégrale complète d’une équation aux différences par- 
tielles, du second ordre seulement. On en a vu plus haut 
un exemple sur léquation (#). 

En général, soit v le nombre des fonctions arbitraires 
contenues dans une équation à trois variables x, y, z ; la 
composition de chaque quantité qui entre sous le signe 
de fonction arbitraire étant donnée en x, y, z : si l’on 
joint à cette équation ses dérivées partielles jusqu’à celles 
de l’ordre x inclusivement, on a un nombre total d’é- 
quations exprimé par 
| (n4-1) (n+42) . 

% 5 RTE E 07) 
tandis que le nombre des fonctions arbitraires et de leurs 
dérivées,entrant dans ce système d'équations, est v(v+1). 


2h 5 LOC Nr —— 


’éli 2 Re un 1bl |: ; k ? 
L'elimination ne sera possi J1e dans tous les Cas qu'au- 


6} 
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tant qu'on aura 

(a+1)(n+2) 


. v(v+I) < Re 


)  OUA2.>2Vv—2; 


c'est-à-dire qu'il faudra en général pousser les différen- 
tiations Jusqu'à l’ordre 2v—1, et que l'équation aux 
différences partielles, résultant de l’élimination , sera en 
général de l'ordre 2v— 1; mais elle pourra être aussi 
d’un ordre moins élevé. 

170. Considérons maintenant une équation à quatre 
variables. 

Flu,zx,, 7,2, p(u.B)]—=0, (s) 
dans laquelle o désigne une fonction arbitraire des deux 
quantités «, $ dont la composition en w, x, y, z est connue 
et donnée par les équations auxiliaires 

Lo TMbabts PE) PET OUT FDL DIEU 
En différentiant l'équation (s) par rapport à chacune 
des trois variables indépendantes x, y, 3, on a trois 
équations 
dE dF dF 
AR aa (e) 
dans lesquelles figurent, outre la fonction indéterminée 


o (x, B), ses deux dérivées partielles : Or, rien ne 


do do 
da” dB 
soppose à ce qu'on élimine ces trois indéterminées 
entre les quatre équations (s) et (£); et l’on obtiendra 
ainsi une équation aux différences partielles du pre- 
mier ordre , indépendante de la forme assignée à la 
fonction arbitraire +. Nous en conclurons que récipro- 
quement l'intégrale complète d’une équation aux dif- 
férences partielles du premier ordre, à trois variables 
indépendantes, doit renfermer une fonction arbitraire 


de deux quantités, ayant chacune une composition 
déterminée. 
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Et par une généralisation qui s'offre d’elle-même, 
nous dirons que l'intégrale complète d’une équation aux 
différences partielles du premier ordre, à 7 variables 
indépendantes , doit renfermer une fonction arbitraire de 
n— 1 quantités, composées chacune d’une manière dé- 
terminée avec les 2 r variables dont il y en a » d’in- 
dépendantes 

Si l’on- avait l'équation 

Fiu,x;, 71254, B); YCy; ANIOE 

il faudrait s'élever au 4° ordre pour opérer dans tous 
les cas élimination des fonctions arbitraires ©, 4 et de 
leurs dérivées: «, 8, y, à désignant toujours des quan- 
tités dont la composition est donnée en &, #, y, z. 

171. Le cas le plus simple est celui où les quantités 
a; P,.... ne contiennent qu’une variable indépendante, 
par exemple la variable x. Dans ce cas, au lieu de 
pas; VB,...... on peutécrire simplement ox, 4r,.....: 
p,%,..... désignant toujours des fonctions arbitraires. 

Soit donc 

LIRE RER GHAUE AE ARE Seti 

une équation à deux variables indépendantes, dans la- 
quelle les fonctions arbitraires ox, dx,..... sont en 
nombre #. Si l’on différentie z fois par rapport à la va- 
riable y, ces différentiations successives n’introduiront 
pas les dérivées des fonctions ®, 4,..... et l’on obtien- 
dra ainsi 21 équations, entre lesquelles on pourra 
toujours éliminer les 2 indéterminées ox, dx,...... 

De même si l’on avait équation 


Hu roy; 20 MMAU CT, 7), Me 0 


où les fonctions arbitraires (x, y), L(x, y),...... 
sont encore en nombre n, il suffirait de différentier nr 
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fois par rapport à la variable z, et l’on aurait des équa- 
tions en nombre suffisant pour opérer l'élimination de 
toutes les fonctions arbitraires. Cette élimination se fait 
alors comme celle des constantes arbitraires dans les 
équations à deux variables. 
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LIVRE QUATRIÈME. 


APPLICATIONS 


DU CALCUL DIFFÉRENTIEL A LA THÉORIE DES COURBES 
ET DES SURFACES. 


—— cs" © ——— 


CHAPITRE PREMIER. 


0 ” 


DES TANGENTES, DES NORMALES ET DES ASYMPTOTES DES 
COURBES PLANES. —— EMPLOI DES COORDONNÉES PO- 
LAIRES. 


$ «°". Des tangentes et des normales aux courbes planes. — 
Différentielle de Parc. 


172. Dans tout ce qui précède, nous avons eu recours 
aux constructions graphiques pour faciliter lintelli- 
gence des principes généraux de la théorie des fonc- 
tions, et en ce sens nous avons appliqué la géométrie à 
l'analyse : l’objet du présent livre est, au contraire, 
d'appliquer les notions d'analyse différentielle dont nous 
sommes en possession, à la théorie géométrique des 
courbes et des surfaces. Nous devons nous borner à in- 
diquer ce qu'il y a de fondamental dans cette applica- 
tion -importante : car la géométrie supérieure forme à 
elle seule un corps de doctrine dont les détails ne peu- 
vent se trouver que dans des ouvrages spéciaux. 

Le calcul différentiel résout immédiatement le pro- 
blème de mener des tangentes aux courbes dont on à 
l'équation : cela résulte de la manière dont nous avons 
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exposé dans le chapitre III du premier livre la généra- 
tion des fonctions dérivées ou des coefficients différen- 
tiels. C'est même par suite des efforts qui étaient tentés 
pour résoudre d’une manière générale le problème des 
tangentes, que le calcul différentiel a été trouvé; et on 
le désignait dans l’origine sous le nom de Méthode des 
langentes. 

Le procédé le plus élégant pour résoudre le problème 
de mener une tangente à une courbe au point (x, y) 
consiste à donner l’équation de cette tangente. Désignons 
donc par €, n les coordonnées courantes de la droite tan- 
gente, rapportées respectivement aux mêmes axes et à Ja 
même origine que les coordonnées à;, y de la courbe. L’é- 
quation cherchée sera 


dy 
n TI= TES) ) 
pour satisfaire à la double condition que la droite passe 


par le point (x,7) et qu’elle fasse avec l’axe des x un 


dy 


angle qui ait pour tangente trigonométrique Ta 
L’équation de la normale à la courbe, ou de la droite 


perpendiculaire à la tangente au point (x, y), est, en 
vertu d’un principe connu de géométrie, 
ï = (Frame 
et on peut lui donner la forme plus symétrique 
(n—7) dy +(E—zx)dx—o. 
En faisant n—0o dans l'équation de la tangente, on a 
x —t— F 2 : : 

la distance + {x—#) du pied de l’ordonnée au point où 
la tangente rencontre laxe des abscisses, se nomme la 
sous-tangente. Le double signe a pour objet d'indiquer 
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que l’on ne considère dans cette distance que sa gran- 
deur absolue, sans égard au signe que l'équation précé- 
dente donnerait au binôme LE 

En faisant de même 1 — 0, dans l'équation de la nor- 
male, on trouve 

—L—=Y D y 9 
la distance +(£ —x) du point où la normale rencontre 
l'axe des abscisses, au pied de l’ordonnée correspon- 
dante, se nomme la sous-normale. 

L’ordonnée y est moyenne proportionnelle entre la 
sous-tangente et la sous-normale. 

Quelquefois on entend par {angente et par normale 
les portions de la tangente et de la normale comprises 
entre la courbe et l’axe des abscisses. Dans ce sens (qui 
commence à vieillir), la {angente et la normale ont res- 
pectivement pour valeurs 


+ V/1+2 
ce se me 
Pres mel I v'° ? 
VV dx +dy* +-dy° 7e 
ST RIRE OEM Pre CUS 
RER Le Je (A 


Pour chaque courbe donnée, il faudra substituer dansles 


dy 


formules précédentes les valeurs en x de y et dy = 7 


tirées de l’équation de la courbe. 
Si cette équation est donnée sous la forme 


SCAN 01 (a) 
on a 
df rad 
re dx 0 


et par suite l'équation de la tangente devient 


Cr (a) = 0 : (® 
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c’est-à-dire qu’on la déduit de l'équation différentielle de 
la courbe, en y remplaçant les différentielles dx, dy 
par les différences Ë— x, n —y; ce qui doit être, puis- 
qu'il est permis de considérer la tangente comme Île pro- 
longement d’une corde menée par deux points infini- 
ment Voisins. / 


L’équation de la normale est 


Né anen (o) 


‘ 


Si l’on regarde dans les équations (b), (c), les coor- 
données £ ,n comme des quantités constantes, et x, y 
comme des coordonnées courantes, ces équations appar- 
tiennent à deux lignes qui passent par le point (6,7), et 
dont les points d’intersection avec la courbe (a) déter- 
minent les tangentes ou les normales à cette courbe, me- 
nées par le point 5. n). 

Les équations (b)et(c) ne changeraient pas si léqua- 
tion (a) était remplacée par f(x,7)—c€, € désignant un 
paramètre constant que la différeutiation fait dispa- 
raître. Donc on peut encore considérer les lignes (à) et 
(c) comme les lieux géométriques des points où des 
droites qui concourent au point (£, n) viennent toucher 
ou couper à angles droits les courbes qu'on obtient en 
attribuant au paramètre c une suite de valeurs particu- 
lières. 

173. Appelons «,6 les angles que la tangente forme 
avec des parallèles aux axes des x et des y, menées par 
le point (x,7), dans le sens des coordonnées positives : 
nous aurons 


COS a— + en cos REPARER (d) 


Var" 


+7" V'i+7 
En appelant à,u les angles homologues pour la nor- 
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male, on obtiendra 
/ I f) 
cos jy nt COS pe. (à) 
L'1+7" L'1+7" 
Les signes adoptés pour ces quatre cosinus doivent être 


combinés de manière à satisfaire à l'équation 
cos « cos À + cos Bcosu— 0, 
laquelle exprime, comme on sait, que fa tangente et la 
normale sont perpendiculaires lune à l’autre. 
Lorsque l'équation de la courbe est donnée sous la 
forme (a), on a 


COS a cos f d:39 I 
naadh ot Tai oare 
HET V (5) + tes | 


174. On entend par la longueur d’un are de courbe 
entre deux points donnés, la limite dont s’approche in- 
définiment le périmètre d’une ligne polygonale inscrite 
ou circonscrite à l'arc, et terminée aux mêmes points, 
quand le nombre des côtés du polygone augmente indé- 
finiment. Si donc on appelle s la longueur de l'arc d’une 
courbe, depuis le point (x,,7,) pris pour origine jus- 
qu’au point (x,7), s sera une fonction de x, qui, par la 
définition même, satisfera à l'équation différentielle 

ds=+ Vdx + dy = HV 4. dx : (s) 
le signe + ou le signe — devant être choisi, suivant que 
l’arc croit ou décroît pour des valeurs croissantes de x. 
Au moyen de l’équation (s), les formules (4), (9) de- 


viennent 


dr d dx 
Cosa—+  COSÎ— ET 5 COS Tr é 


On dit encore que la longueur d'un arc de courbe est 
celle de la portion de ligne droite sur laquelle lare 
pourrait s'appliquer exactement, sil était formé par 

20. 
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un fil flexible et inextensible. Mais cette définition (outre 
qu'elle implique au fond un cercle vicieux) est plutôt phy- 
sique que mathématique ;etil en faudrait dire autant de 
toute définition de la grandeur s, où l’on prétendrait 
éluder l’emploi des limites ou de linfiniment petit. 

Il n’en est pas de même pour l’aire d’une courbe : car, 
ayant défini l’aire À d’un polygone, on conçoit direc- 
tement que, si l’on trace dans l’intérieur du polygone 
une ligne fermée, courbe ou polygonale, on retranche 
de À une portion B de cette grandeur; en sorte que la 
notion de limite ou d’infiniment petit n’est requise que 
pour la mesure de la grandeur B, si le contour est courbe, 
et non pour la définition même de cette grandeur. 

Au surplus, voici comment on a coutume de démontrer 
l’équation (s), lorsqu'on ne la prend pas pour la défini- 
tion même de la grandeur s, dont l’idée est alors censée 
donnée à priori. 

Soit mn:(fig. 4x) un arc assez petit pour que, dans 
l’étendue de cet arc, la courbe tourne sa convexité du 
même côté, ou pour qu'elle ne coupe pas sa tangente 
entre 72 et 4. On prend pour axiome, d’après Archi- 
mède, que la longueur de l’arc 2m, est comprise entre 
celle de la corde 77m, et celle de la ligne brisée enve- 
loppante » tm. Désignons par Ax l'intervalle p pin r': 


on à | 
mt=V'i+y2. 4x, mt=rt—rm—=y Ax— AY, 


corde mm, — / 142 AC 
Az? 
Donc le rapport de la ligne enveloppante à la corde est 


2 AY 
Lt POS HU 


1 
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et il a évidemment l'unité pour limite : donc aussi le 
rapport 
Âs 


Ay° 
Ax vor no 
a l'unité pour limite, ce qui établit l'équation (s). 

175. Donnons quelques applications des formules 


qui précèdent. L’équation de l’ellipse, rapportée à son 
centre et à ses axes, étant de la forme 


F4 hi 
pe ca Par L 2 (e) 


2 


l'équation (b) deviendra 
Gr AU DNC 


& b? 0; 
ou bien 

w ver 

PORN CET ET (8) 
ou enfin 

A nY 

Ha Ter (8) 


L’équation (:) est celle d’une autre ellipse qui passe 
par le point (£,n), et dont les points d’intersection avec 
l’ellipse (e) sont les points de contact de cette ellipse et 
des droites venant du point (6, n): 

Si l’on remplace les demi-axes a, d par ca, cb, et qu’on 
fasse varier la constante c, on obtient une suite d’ellip- 
ses concentriques et semblables ; et les points où cha- 
cune de ces ellipses est coupée par lellipse (4:), sont 
ceux où elle serait touchée par des droites parties du 
point en) 

L’équation (2) est celle de la droite tangente à l’el- 
lipse (e) au point (x, y), quand on y regarde Ë,n comme 
les coordonnées courantes; et lorsqu'on y considère au 
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contraire x, comme les coordonnées courantes et 6,7 
comme des constantes, cette équation devient celle d’une 
droite qui coupe l’ellipse en deux points où elle est tou- 
chée par des droites venant du point (€, ). 
: 
Si lon fait dans léquation (4) n—0,ona ET; 
ainsi la sous-tangente est indépendante de l'axe 2 4, 
et la même pour lellipse proposée que pour le cercle 
décrit sur l'axe 24 comme diamètre. De là on déduit 
une construction très-simple de la tangente à l’ellipse, 
indiquée dans tous les traités des sections coniques. 
‘L’équation de la normale à lellipse proposée est 


Gen à. + mer AE née? 


dd b? ? 
et l’on en tire, en faisant n— 0, 
D 
—a—— "2, 


ce qui exprime que la sous-normale est numériquement 
proportionnelle à l’abscisse. 
L'équation de la parabole ordinaire, rapportée à son 
axe et à son sommet, étant 
PV =2pX), 
celles de la tangente et de la normale sont respective- 
ment 
DD ne 0 AAA et EN AS Nu A eme NON 
La sous-tangente est égale au double de l’abscisse, et la 
sous-normale est égale au paramètre p, où au double 
de la distance du sommet au foyer de la parabole. 
La tangente et la normale à la courbe logarithmique 
Pr l0g 20 
ont respectivement pour équations 


n—y= (ie), n—yz=x(x—#). 


TANGENTES ET NORMALES DES COURBES PLANES. J1! 


Par la permutation des axes la première équation de- 

viendra | 

É—x == (n—r) ) 

eten faisant maintenant n—0, on trouvera 4—6— 1, 
c'est-à-dire une valeur constante pour la sous-tangente. 
Ce caractère fournit la véritable définition géométrique 
de la courbe, dont on ne donne qu’une définition arith- 
métique tant qu’on se borne à dire que les abscisses sont 
les logarithmes des ordonnées correspondantes. 

176. Parmi les courbes qu'on a appelées franscen- 
dantes, à cause que leurs équations en coordonnées rec- 
uilignes renferment des fonctions exponentielles, loga- 
rithmiques ou circulaires, la plus célèbre dans l’histoire 
des mathématiques, et la plus remarquable à cause de 
la foule de propriétés curieuses dont elle jouit, est la 
cycloide. On appelle ainsi la courbe décrite par un point 
quelconque M ( fig. 42) de la circonférence d’un cercle 
NMN'’ qui roule sans glisser sur la droite indéfinie 
X’X, base de la cycloïde, c’est-à-dire, de manière que la 
longueur d’un arc quelconque MN soit égale à celle de 
la portion de droite ON sur laquelle tous les points de 
l'arc MN viennent successivement s'appliquer. Menons 
le rayon CM—R , et soit $ l'angle variable MCN,x—0O P 
labscisse du point M,y —P M son ordonnée rectangu- 
laire, l’origine O étant le point où le-point M touche la 
base X’X : on a par la définition 
ON—R?,PN—MI=Rsine, PM—IN—R{I1—cos#), 
d’où 

x—=R(g—sins), (#) 
Y=R(1— cos). (g) 
Chacune des équations ( f ) et (£) peut être prise pour 
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l'équation de la cycloïde, l’une étant entre les coordon- 
nées x ete, l’autre entre les coordonnées y et +. D’a- 
près le mode de description de la courbe, rien ne limite 
le nombre des révolutions du cercle sur la droite XX; 
en arrière et en avant du point O : la continuité géo- 
métrique exige donc que l’on conçoive la cycloïde comme 
formée d'une infinité d’arceaux, tels que OMQR, par- 
faitement superposables. La distance OR des pieds d’un 
arceau est égale à la longueur de la circonférence du 
cercle générateur; ordonnée SQ menée par le milieu de 
OR est égale au diamètre du cercle et divise larceau 
OQR en deux parties symétriques. 

Pour représenter ce mouvement indéfini du cercle 
générateur, il faut admettre que la variable ® peut être 
prise tant positivement que négativement, et que sa 
grandeur absolue peut atteindre et dépasser un nombre 
quelconque de circonférences. Or, ceci admis, chacune 
des équations ( f) et (2) représente en effet la cycloide 
dans toute l'étendue de son cours, à cause de la pério- 
dicité des fonctions sin +, cos », établie en trigonomé- 
trie, et résultant d’ailleurs, ainsi qu'on la vu {74|, de la 
forme des équations différentielles qui peuvent servir à 
définir analytiquement ces fonctions. Il y a corrélation 
exacte entre la génération géométrique de la courbe et 
la discussion analytique de son équation; ce qui tient au 
choix de la variable indépendante + donnée par le mode 
même de description de la courbe, conformément à la 
remarque du n° 11. d 

Supposons maintenant qu’on veuille avoir l'équation 
de la cycloïde entre les coordonnées rectangulaires x, y: 
on üirera de l’équation (2) 

REY 


it y 
COS ? = —5— ; d'ou sin gr , 
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le radical devant être pris positivement ou négativement, 
suivant que la valeur de Parc 9 donne à sin +, d’après 
les règles de la trigonométrie, une valeur positive ou 
négative. L'équation entre x et y sera 


æ — R arc cos 7) + VWaRy—7" ; (2) 


mais à chaque valeur de x ne correspondra que l’une 
des valeurs, en nombre infini, dont l'expression 
jh 
R arc cos J\ 
R ) 
est susceptible, et en outre les deux signes du radical 


ne devront pas être employés simultanément. Il faudra 
prendre le signe supérieur quand le point (x, y) appar- 
tiendra à l'arc OQ, et le signe inférieur quand le point 
appartiendra à l’arc QR, en opérant la même permuta- 
tion de signes, chaque fois que l’on passera par le som- 
met ou par le pied d’un arceau. Si l’on employait si- 
multanément les deux signes, l'équation (2) représente- 
rait le système de deux cycloïdes inversement disposées 
(Jig. 43), que leur génération géométrique ne lie point 
l’une à l’autre; et la corrélation habituelle entre la géo- 
métrie et l’analyse (telle qu’on l’observe, par exemple, 
pour les sections coniques) se trouverait en défaut. Nous 
reviendrons plus loin sur le principe et sur les restric- 
tions de cette correspondance entre les formules analy- 
tiques et les lois géométriques de la description des 
lignes. 

177. Pour déterminer la tangente à la cycloïde, on 
pourrait différentier l'équation (2); mais il sera plus 
simple de retenir la variable & et d'opérer sur les équa- 
tions (f)et (£), ce qui donnera 

dx =R (1—coss) de, dy —Rsinyd, 
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et par suite 
pe Sing hamndh D 5 2 de 287 
dx TT 1—cosp V RFF Y ; 
Cette valeur devient nulle quand y —2R, ce qui arrive 
aux sommets des arceaux, et infinie quand y s’évanouit. 
Les pieds des arceaux sont donc des points de rebrous- 
sement, où la tangente devient perpendicülaire à la 
base de la cycloïde. On a pour la valeur de la sous- 
normale | 
L'2Ry—7y —=R sin v . 

Ainsi la normale MN à la cycloïde coupe la base X’X 
au point N où cette droite est touchée par le cercle gé- 
nérateur, et la tangente TM va passer à l’autre extré- 
_mité N° du diamètre perpendiculaire à la droite X’X. 
On a en conséquence, pour la longueur de la xormale 
MN, cette valeur très-simple dont nous nous servirons 
plus loin, 

MN—V5R7 . (A) 
On peut remarquer que la longueur MN décroit de plus 
en plus dans le voisinage du point O, quoique la nor- 
male s'incline de plus en plus sur l’axe des x. 


$ 2. Des asymptotes des courbes planes. 
L | 


178. On appelle asymptote d'une courbe plane une 
droite dont un point mobile sur la courbe s’approcherait 
indéfiniment, sans jamais l’atteindre : de manière que la 
perpendiculaire à abaissée de ce point sur la droite tom- 
bât au-dessous de toute grandeur finie, sans jamais s’é- 
vanouir ; et pour cela il faut que la branche de courbe 


sur laquelle on concoit le point en mouvement, s'éloigne 
à l'infini. 


+ 
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La différencé des ordonnées de la courbe et de son 
asymptote , pour la même abscisse, étant égale au quo- 
tient de d par le cosinus de l’angle de l’asymptote avec 
l'axe des x, converge vers zéro quand x converge vers 
une valeur infinie. En même temps, l'angle de la tan- 
gente à la courbe avec l’axe des x converge vers une li- 
mite, qui est la valeur de l'angle formé par l’asymptote 
avec le même axe. | 

L’équation (b) deviendra celle d’une asymptote, si 
la supposition de x ou de y infini y fait évanouir tous 
les termes qui renferment ces variables, de manière que 
l'équation ne contienne plus que les coordonnées cou- 
rantes €, n et des paramètres constants. En conséquence 
on substituera dans cette équation la valeur de y en x 
tirée de l'équation de la courbe; puis on ferax—+s, 
ce qui donnera toutes les asymptotes non parallèles à 
l’axe des y. On trouvera ces dernières en substituant la 
valeur de x en y, et en faisant ensuite y = +. 

Si nous prenons l'équation de l’hyperbole rapportée à 
son centre et à ses axes, savoir 


2 2 


ÉD Y NY 
Par la substitution de la valeur de y en x cette équa- 


A UD D'UN 


et quand on y fait x— +, elle se réduit à 


tion devient 


b 
AAC E:: 
a 


équation double, qui donne celles des deux asymptotes 
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de l’hyperbole, comme on l’a vu en étudiant les sections 
coniques. 

L’équation de la tangente à la logarithmique > —log x 
étani 

I 

dE. (Ex), 
la supposition x— + ne doune point d’asymptotes, 
après qu'on y a substitué pour y sa valeur en +; mais si 
l’on y substitue au contraire la valeur de x en y, cette 
équation devient 

(n— y +1)#—E, 
et quand on y fait y—— , elle se réduit à £—0: 
par conséquent l’axe des y est une asymptote de la 
courbe. 

La méthode précédente demande à être modifiée 
dans le cas où l’équation de la courbe n’est pas réso- 
luble par rapport à y et à x. Soit 

MS NL NUL 
l'équation d’une asymptote non parallèle à l'axe des y: 
on en tirera 
WA 
de sorte que, quand x convergera vers l'infini, la va- 


A 


leur du rapport me 


convergera vers la constante». Donc, 


si lon fait dans l’équation de la courbe y —«x, et qu'on 
cherche la limite de la nouvelle variable « pour LL 
cette limite, quand elle existera, sera une valeur de la 
constante 72. Si l’on fait ensuite, dans l’équation de la 
courbe, 


NL SN UE rene ER 
et qu’on cherche pareïllement la limite vers laquelle con- 


verge la variable 8, quand x converge vers les valeurs 
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+, cette limite sera une valeur de la constante ». 
On trouverait de la même manière les asymptotes 
non parallèles à l'axe des x, et par conséquent les asymp- 
totes parallèles à l'axe des y. 
Prenons pour exemple le folium de Descartes fig. 44), 
dont l’équation, déjà discutée sous un autre point de 
vue [152|, est 


x — 3axy + 7 —= 0: 
l'équation en «,x devient 


3ax 
a? +- == pu ; 
d’où l’on conclut, pour la limite de «,nm——1. Fai- 


sant ensuite y Hx—$,0ona, pour l’équation en &,x, 
3(B+a8) . 


ce qui donne, pour la limite de f,72—— a. En consé- 
quence, la droite yHxa—o est une asymptote de 
la courbe proposée. 


$ 3. Emploi des coordonnées polaires. 


179. On passe de l’équation d’une courbe en coor- 
données rectangulaires, à son équation en coordonnées 
polaires, en posant 

D D 'COS D ON) TS 
r désigne alors le rayon vecteur mené de l’origine des 
coordonnées (qui prend le nom de pôle) au point (x,7), 
et » l’angle formé par ce rayon vecteur avec le demi- 
axe des x positifs. On tire de ces équations 
dx—=drcos? —rsino de, dy—drsing+rcosedp, (ji) 
et par suite 


dr dy 
dy _ 8? EE 7e SU 7 tang ® 
D Et | 2 d . AN RER . 
Fri rtang © LPS tang 
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Mais, si l’on appelle 6 l’angle de la tangente au point 
(x, y) avec l’axe des x, dans le sens des x positifs, on a 


dr 1 + tang 0. tango 


dy 
—tang 6, Si ne 0 Oh cot{00) 217) 


dx 

L’angle 0 — + est celui que la tangente à la courbe 
forme avec le rayon vecteur du point de contact : on 
peut donc calculer cet angle par la formule (} ) et cons- 
truire la tangente, quand léquation de la courbe est 
donnée en coordonnées polaires. Si l’on mène par le 
pôle une perpendiculaire au rayon vecteur, elle coupera 
la tangente en un point dont la distance au pôle est 


d 
p=rtang(0—p)=r" 5 (4) 


Par analogie on donne quelquefois à la ligne p le nom 
de sous-tangente: 

La formule (7) se démontre directement par une 
construction trés-simple. Soient 772,74 (Jig. 45) deux 
points d’une courbe infiniment voisins, de manière que 
la droite 72 t, tangente à la courbe en 7», puisse être prise 
pour le prolongement de l'arc infiniment petit m7. 
O est le pole, et OX Îa droite à partir de laquelle les 
angles + sont mesurés. Si l’on décrit du rayon O2 
l'arc de cercle infiniment petit 4, on aura 74 —rd, 


mdr : on pourra regarder 72477: comme un triangle 
rectiligne et rectangle en y, ce qui donnera 
tang Lmm ne Gi . 
L, LaT A 


Mais on peut aussi regarder le secteur infiniment petit 
Omy comme un triangle rectangle en 2, d’où 


tang mm, —COt(0—9). 
180. La longueur $s d’un arc de courbe, mesurée à 
partir d’un point fixe pris sur la courbe, étant une 
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grandeur dont la définition ne dépend pas du système de 
coordonnées qu’on emploie, il suffit, pour obtenir l'ex- 
pression de ds en coordonnées polaires, de substituer 
à dx et à dy, dans la formule 
AS dr TN 
leurs valeurs tirées des équations (£), ce qui donne 
AS don: (/) 
La construction précédente donne aussi ce résultat très- 
directement, puisqu'elle conduit à considérer 717: 
comme l'hypoténuse du triangle 77m; rectangle en 1. 
On entend par l'aire d’une courbe, rapportée à des 
coordonnées polaires, l'espace compris entre cette courbe, 
un rayon vecteur fixe, et le rayon vecteur mobile O7. 
Ainsi, quand le rayon vecteur mobile passe de la posi- 
tion O2 à la position infiniment voisine On, , aire que 
nous appellerons w, augmente de la surface du triangle 
infinitésimal O7, dont on peut considérer On, 
comme la base et #24 comme la hauteur. On a donc 
du—;(r+ dr )rdy, 
et en négligeant l’infiniment petit du second ordre, 
du — ?r de. (m) 
La différentielle de l’aire, mesurée de la même manière, 
mais exprimée en coordonnées rectangulaires, est 
du = ;(xdy — ydx ) ; 
ce qui résulte de ce qu'on a 


( d 
2x +7, dp—d (are #2) nt (n) 


À cause de l'importance des formules (77), (x) en méca- 


ydx 


nique et en astronomie, on peut désirer d'en avoir 
une démonstration par les limites. En conséquence re- 
marquons que lorsque le rayon vecteur se transporte de 
Om en Omn,, les variables r et 9 augmentant de Ar, A9, 


320 LIVRE IV. — CHAPITRE I. 


l'aire reçoit l'accroissement A w égal à la surface du sec- 
teur Ormnm. Or, l'aire de ce secteur est comprise entre 
celles de deux secteurs circulaires de même angle, ayant 
pour rayons, l’un r, l’autre rar; c’est-à-dire que l’ona, 
Ar étant supposé positif, 
Au >31° A, Au < L(r+ Ar) Ap. 
Mais le rapport 
5 (rt An) A9 
5 7” A9 
a l'unité pour limite, quand A4 ,Ar convergent vers zéro: 


donc le rapport 
AU 


a aussi l’unité pour limite; ce qui établit l'équation (72). 

181. Lorsque l'équation d’une courbe en coordonnées 
polaires est de la forme 7—/f9,/f# étant une fonction 
qui reste réelle pour toutes les valeurs réelles de 4, et 
qui croît ou décroît indéfiniment avec +, la courbe prend 
le nom de spirale : elle coupe en une infinité de points 
chaque droite menée par le pôle; et l’arc compris entre 
deux intersections consécutives de la courbe par le 
même rayon vecteur prend le nom de spire. D'ailleurs 
les propriétés géométriques de ces courbes ne sont guère 
qu'un objet de pure curiosité. 

La spirale d'Archimède est celle dont l’équation 

V'— a? 

a la forme la plus simple. On peut concevoir qu’elle 
est décrite par un point 2 (fie. 46) qui se meut avec 
une vitesse constante sur une droite mobile MN pas- 
sant par le pôle O, tandis que la droite M N tourne elle- 
même autour de O avec une vitesse angulaire cons- 
tante, c’est-à-dire, en décrivant des arcs égaux en temps 
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égaux. Il faut admettre aussi que, quand le point »2 
passe par le pôle, la droite mobile MN coïncide avec 
la droite fixe OX, à partir de laquelle les angles © sont 
mesurés. 

On peut toujours supposer positif le paramètre & qui 
mesure la longueur que le point 7» parcourt sur la 
droite MN, tandis que cette droite décrit un angle qui 
est à la demi-circonférence dans le rapport de 1 àr. La 
constante a étant positive, 7 deviendra négatif avec o; 
et 1l est évident, d’après la loi du mouvement, que les 
valeurs négatives du rayon vecteur devront être mesu- 
rées en sens inverse des valeurs positives. Ainsi, lors- 
que OM fait avec OX l'angle positif MOX, le rayon 
vecteur sera mesuré de O en mn; mais auparavant OM 
avait fait avec OX l'angle négatif M'OX, et alors le 
point mobile »2 se trouvait en 2’, de sorte que le rayon 
On’ doit être mesuré en sens contraire de OM. 

La spirale d’Archimède comprend donc deux systèmes 
de spires inversement disposés, et qui se raccordent à 
l’origine : si l’on supprimait un de ces systèmes en ar- 
rêtant brusquement la courbe à l’origine, on n’aurait 
point égard à la loi de continuité dans le mouvement 
composé d’où résulte la description de la courbe. 

L'équation de cette spirale donne 


r 
lang (DO  Ÿ » 


en sorte que la courbe touche à l’origine la droite OX. 
On a aussi, d’après la formule (#), 
r° 2 
= — —( e 
4 a ? ; 
Soit R—2ar, de manière qu’à chaque révolution du 
point décrivant, le rayon vecteur augmente de R:il 
LT, | ù 21 
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viendra 
Re” 
ox 


P 


ce qui donne la valeur très-simple, trouvée par Archi- 


u 


mède, p—2%kR, lorsque o—2 +. 

On nomme spirale hyperbolique (fig. 47) celle qui a 
pour équation 
| (P) 
d’où 

tang (0—p)— — 9. 

Cette courbe décrit une infinité de révolutions autour 
du pôle dont elle s'approche indéfiniment sans jamais 
l’atteindre, puisqu'il faudrait donner à © une valeur in- 
finie pour que r s'évanouit. Elle a pour asymptote la 
droite dont l'équation en coordonnées rectangulaires se- 
rait y—a, le demi-axe des x positifs étant la droite à 
partir de laquelle on mesure les angles o. En effet, l’é- 


quation ( P) devient dans ce système de coordonnées 
sin ® 


FY—a«a 9 


ce qui donne y—a, pour 9 —o. 

Si l’on a égard aux valeurs négatives de © et que l’on 
construise les valeurs négatives de 7 qui leur correspon- 
dent, ainsi que nous l’avons indiqué pour la spirale 
d’Archimède, la spirale logarithmique aura deux bran- 
ches symétriques. Mais comme il existe toujours une so- 
lution de continuité entre les deux branches ainsi cons- 
truites, cette extension donnée à la construction de 
Péquation (p ) reste purement conventionnelle et ne dé- 
rive pas (de même que pour la spirale d’Archimède) de 
la nécessité de maintenir la continuité du mouvement 
eu vertu duquel la courbe est décrite. 
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La spirale logarithmique est celle qui a pour équation 
sgh Re 
ES SF OÙUL 7 eme? 
Mate CM 


elle fait, comme la spirale hyperbolique, une infinité de 
révolutions autour du pôle, sans jamais l’atteindre, mais 
elle n’a pas d’asymptote. La formule (7) donne pour 
cette courbe 
; COLO 0) = m ; 

ce qui exprime que le rayon vecteur forme avec la tan- 
gente un angle constant, propriété remarquable et qu’il 
convient de prendre pour la définition géométrique de 


la courbe [175]. 


2T. 
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THÉORIE DES ENVELOPPES DES LIGNES PLANES. 


182. Soit 

Firma)z:0; (a) 
l'équation d’une série de courbes, en nombre infini, qui 
ne diffèrent que par la valeur du paramètre & [162], et 
(RENE 0 (&) 
équation différentielle qui convient à la même série de 
courbes, laquelle s’obtient par l'élimination de la cons- 
tante a entre l'équation (a) et sa dérivée immédiate : 1l 
peut se faire que les courbes de la série ne se ren- 
contrent point, quelque voisines que soient les valeurs 
données consécutivement au paramètre a. Ce cas se 
présente toutes les fois qu’on ne peut tirer de l’é- 
quation () qu'une seule valeur réelle pour 7’, quelles 
que soient les valeurs réelles attribuées à x et à y : puis- 
que, si plusieurs des courbes de la série (a) se coupaient 
en un point (x,,7.), les valeurs x,,7, devraient don- 
ner à y'autant de valeurs différentes qu'il y a de courbes 
qui se coupent en ce point, ayant chacune leurs tan- 
gentes au point d’intersection diversement inclinées sur 

l'axe des abscisses. 

Si, par exemple, on pose x? + y? — 4—o, les courbes 
de la série sont des cercles concentriques qui ne peuvent 
avoir de points communs, quelque valeur qu’on assigne 
à la différence des rayons. L’équation (b) devient 
æ—+ y7"—o, et elle ne donne à y’, comme cela doit 
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A ci LA 
ètre, qu'une seule valeur réelle, pour toutes les valeurs 
réelles de x et de y. 

À la vérité, pour x—0,7—o, la valeur de }’ se 


o 


présente sous la forme indéterminée ?; mais en ap- 
pliquant la méthode du n° 142 à la recherche de la 
vraie valeur de y', on tombe sur l'équation »——1, 
dont les racines sont imaginaires. 

Il peut arriver aussi que les lignes comprises dans 
la série (a) se coupent toutes en un même point; et ceci 
doit avoir lieu lorsque les valeurs des coordonnées de ce 
point donnent à y’, en vertu de l'équation (b), une va- 
leur réellement indéterminée. Ainsi l'équation y—ax—0 
appartient à une série de droites qui se coupent toutes 
à l’origine des coordonnées ; et l’équation (d) devenant 
dans ce cas Yx—7—o, on trouve que l’indétermina- 
tion de y’, pour les valeurs x —0, y—0, ne peut être 
levée. 

183. Au contraire, si l'équation (b) est telle, qu’elle 
donne à y’ plusieurs valeurs réelles, pour une infinité 
de systèmes de valeurs réelles de x et de y, les courbes 
de la série (a) se coupent en un ou plusieurs points. 
Pour plus de simplicité nous admettrons que deux 
courbes prises dans la série n’ont qu’un seul point d’in- 
tersection : cette supposition ne changera rien à l’ana- 
lyse et facilitera les raisonnements. 

Désignons par a et par «Aa deux valeurs dis- 
tinctes du paramètre : les courbes qui correspondent à 
ces valeurs particulières ont pour équations 

Frs ra) = 04 (a) 
F(x,y,a+Aa)=o; (a) 

les coordonnées du point d'intersection sont les va- 
leurs de x, y, tirées du système de ces deux équations. 
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Ces coordonnées varieront, et le point se déplacera sur 
la première courbe quand on prendra Aa de plus en 
plus petit. Passons à la limite en supposant A & infini- 
ment petit : l'équation (4:) deviendra 

F{ziy, a) + da 0; 
en sorte que le système des équations (a), (&:) sera rem- 
placé par 


F(æ,r,;,a)=0, (a) 
dF / 
AE 0 (a’) 


et les valeurs de æ, y, tirées de ce nouveau système, se- 
ront les limites dont s’approchent indéfiniment les va- 
leurs des mêmes coordonnées, tirées du système («), (a), 
quand on fait décroitre indéfiniment A a. 

En d’autres termes, le point (x,y) ainsi déterminé 
est le point d’intersection des deux courbes infiniment 
voisines qui ont respectivement pour équations 

F(x,y,a)—o, 

F(x,y,a+da)—o. 

Ce point se déplace quand on change la valeur du pa- 
ramètre; 1l décrit sur le plan une ligne continue quand 
on fait varier ce paramètre sans discontinuité; et d’a- 
près les premières notions de la géométrie analytique, 
l’équation de cette ligne 

g(x7)—0, (x) 
s'obtient par l'élimination de a entre les équations (&), (a). 

La ligne («) jouit d’une propriété remarquable, celle 
de toucher toutes les lignes de la série (a). Effective- 
ment l’équation (x) n’est autre chose que l'équation (a) 
où l’on à mis pour a sa valeur en fonction de x,y, ti- 
rée de l'équation (a). On peut donc, au lieu de diffe- 
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rentier immédiatement l’équation (x) pour déterminer 
la tangente à la courbe que cette équation représente, 
différentier l'équation (a) en y regardant la quantité a, 
non plus comme un paramètre constant, mais comme 
une fonction des variables x, y, ce qui donne (à cause 

que la variable y est elle-même une fonction de x) 
dF  ,dF  dF/da da 
LOTS) UE À TA pad Ji, 

ou plus simplement 

dE ,dF 
LT dr 


puisque l'expression en x,7, qu'il faut substituer pour 


= oO, 


a, est précisément celle qui satisfait à l’équation (a”). 

Done, pour le point commun aux deux courbes (a), (x), 
la dérivée y” a la même valeur, quelle que soit celle des 
deux courbes que l’on considère, ce qui revient à dire 
que les deux courbes ont en ce point une tangente 
commune, ou se touchent mutuellement. 

On donne aux courbes de la série (a) le nom d’enve- 
loppées, et à la courbe (x) le nom d'enveloppe, parce 
qu’elle touche ou enveloppe toutes les courbes (a). 

On donne aussi à la courbe enveloppe le nom de /z9ne 
de contact, parce qu’elle est le lieu des points de con- 
tact de deux FRE infiniment voisines; ou (ce 
qui signifie la même chose) parce que le point d'inter- 
section de deux enveloppées de plus en plus voisines, 
se rapproche indéfiniment de la ligne enveloppe, en 
même temps que les tangentes des deux enveloppées au 
point d’intersection tendent indéfiniment vers la coïnci- 
dence. 

184. Pour fixer les idées par un exemple, prenons 
l'équation 
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+ LH dE, 

FAX — Se CE (c) 
qui est celle de la parabole que décrirait dans le vide 
un point matériel pesant, lancé de l’origine des coor- 
données sous l'angle de projection dont la tangente est 
a, les ordonnées y étant mesurées verticalement du bas 
en haut (”). Si l’on fait varier sans discontinuité l’angle 
de projection et par suite le paramètre &, on obtient 
une infinité de paraboles dont l'enveloppe a pour équa- 


tion, d’après les formules ci-dessus, 


T° 2p ( —») > OUp'—2py—a Oo; (y) 


de sorte que cette enveloppe est une autre parabole, 
ayant son foyer à l'origine (fig. 48). 

Il peut arriver que l'enveloppe (x) touche les courbes 
comprises dans une portion de la série (a) et ne touche 
pas celles des courbes (a) qui appartiennent à une autre 
portion de la série. Imaginons que le centre d’un cercle 
de rayon variable se meuve sur l’axe des abscisses 
(/ig. 49), de manière que l’abscisse O P du centre de ce 
cercle et son rayon P M soient l’abscisse et l’ordonnée 
de l’ellipse AB A’B' qui a pour équation 

2 7 
me n° 
l’équation commune à la série des cercles dont il s’agit, 
est 


n°? 
(x—a) + 7° ir (TÉ —&@)—=0, 
a désignant l’abscisse du centre; et de là on déduit 


x”? 6 
mn 


2 


= I , 


() Traité de Mécanique, par M. Poisson, t. [, p. 397. 
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pour l'équation de la courbe enveloppe, qui est une 
autre ellipse «B«’B', concentrique avec la première, 
ayant le même axe BB' et l’axe «x > A À”. Or, pour 


2 


} m 
toutes les valeurs de a comprises entre ———— et m 


les cercles infiniment voisins ne se touchent .plus et ne 
touchent plus l’ellipse enveloppe; puisque le système des 
équations (a), (a') donne 


am +7 (m+-n)a?. 
naar sue bo te , 
mn m 
d'où résulte pour y une valeur imaginaire dès que a 
nm 
SUPDASS PES —————— 
P Vm° + n° 


185. Quand une ligne est donnée par une équation 
F(x,y,a,b)=—o, 
dans laquelle entrent deux paramètres &, b, on peut se 
proposer d'établir entre a, b une liaison telle, que les 
enveloppées engendrées par la variation continue du 
paramètre a, aient pour enveloppe une ligne donnée 
g(æ,7)—0. 
Dans ce cas, les dérivées de F et de © devant donner 
pour y’ la même valeur, on a, en éliminant y’ entre 
ces dérivées, 
dF de dE de 
ds dy dy dx °° 
après quoi, l'élimination de x,y entre les trois équa- 
tions que l’on vient d'écrire, conduit à l'équation cher- 
chée entre les paramètres a, d. 
Soit, par exemple, 
ÿ+2ax +b=o 
l’équation d’une parabole dont le grand axe coïncide 
avec celui des x, et 
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L'H+Y —r—=o 
l'équation d’un cercle qui doit devenir la ligne de con- 
tact de toutes les paraboles représentées par la première 
équation, quand on y fera varier a, après avoir établi 
une liaison convenable entre a et b: on a, en diffé- 
rentiant ces deux équations, 
TYHAaR0 0% HYNEON, 
d’où æ— «a. Cette valeur de x, substituée dans léqua- 
tion de la parabole et dans celle du cercle, donne 
+2 +b—=0o, + —r —o ; 
et par suite 
b——(æ+r); 
en sorte que l’équation des enveloppées, où le paramètre 
a reste arbitraire, prend la forme 
J°+2ax— (a +r)=0o. 

186. Il peut se faire que l’enveloppe soit une des en- 
veloppées, ou que l’équation de l'enveloppe se tire de 
l'équation générale des enveloppées, par l'attribution 
d’une valeur déterminée au paramètre variable. C’est ce 
qui arrive lorsque la valeur de a en fonction de x, y, 
tirée de l'équation (a”), se réduit, en vertu de l'équation 
(x) propre à l’enveloppe, à une valeur constante, qui 
pourrait être zéro ou l'infini. Prenons, par exemple, 
pour l'équation des enveloppées 

(2 + — 7) (2 —0ax) + (7 —7r )a —=o : 
nous tirerons de l’équation (a') | 
RARE 
Fr 
et cette valeur de 4, substituée dans la proposée, donne 
pour l'équation de l'enveloppe 
(RH —r) auf 


Vo 
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Or celle-ci rend nulle la valeur de a fournie par l’équa- 
tion précédente; et en effet, il est clair que l’équation 
de l’enveloppe se tire, dans ce cas particulier, de l’équa- 
tion générale des enveloppées, par l'attribution au pa- 
ramètre a de la valeur particulière zéro. Mais, en gé- 
néral, les variables x, ne disparaissent point de la 
valeur de « tirée de l'équation (a'), et par suite l’enve- 
loppe n'appartient pas à la série des enveloppées. 

Ceci rend raison, au moins en ce qui concerne les 
équations différentielles du premier ordre, de lexis- 
tence de ces intégrales ou solutions singulières, dont il 
a été question au n° 164. Il est clair que l'équation (a) 
est l'intégrale générale de léquation (b); que la série 
des enveloppées correspond à la série des intégrales 
particulières ; et que l'intégrale singulière de léquation 
(b) est l'équation (x) de l'enveloppe, qui, en général, ne 
coïncide pas avec l’une des enveloppées, bien que son 
équation satisfasse aussi à l'équation (b), puisqu'on en 
tire pour y une valeur en x, y, identique à celle qui se 
tire de l'équation (a), après qu’on a chassé de celle-ci le 
paramètre 4. 

187. Les deux enveloppées qu’on obtient en attri- 
buant au paramètre a les valeurs distinctes 4, a Aa, 
ont en général un point d’intersection [183]; et pour 
les valeurs de x, y qui appartiennent à un point d'in- 
tersection, la valeur de & en fonction de x, y, tiréé de 
l'équation (a), est au moins double, puisqu'il doit y 
avoir une valeur de a correspondant à chacune des en- 
veloppées qui se coupent en ce point. Mais sur la ligne 
même de contact il n’y a plus d’intersection; d’où il 
faut conclure que plusieurs des valeurs de à en fonc- 
tion de x, y, tirées de l'équation (a), deviennent égales 
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pour les valeurs de x, y qui satisfont à l’équation de la 
ligne de contact. Ainsi l'équation (c) donne 
DRE de Li 2e Leu 
TL 
et les deux valeurs de a deviennent égales pour les points 
situés sur la ligne enveloppe (). Or, on sait, par la 
théorie des équations algébriques, que l'équation (a') 
exprime précisément la condition pour que léquation 
(a), censée algébrique et rationnelle par rapport à lin- 
connue &, acquière des racines égales. 
Si Péquation (a) a été résolue par rapport à a, et 
mise sous la forme 
anf(r, P) oi (a) 
il faut concevoir que l'équation (a) est multiple, à cause 
des radicaux qui entrent dans sa composition et des 
doubles signes qu’ils entraînent avec eux, de façon qu’elle 
équivaut à plusieurs équations distinctes 
a—f,(x,y)—=o, a—f(x,y)—o, etc. (a) 
Aïnsi l'équation (c) donne par la résolution ces deux 
équations distinctes 


2 


LEE EURE ) (c,) 


ar Vous CR 


TL 


A 


L’équation (c:) subsiste pour tous les points de la para- 
bole enveloppée situés sur la portion mO de la courbe 
(Jig. 48); et l'équation (c:) subsiste à son tour pour 
tous les points situésisur la portion 2. En effet, le 
binôme ax—p, dont le premier terme représente l’or- 
donnée variable de la tangente Of, et dont le second 
terme est une constante égale au paramètre de la para- 
bole enveloppe, est évidemment négatif quand x s'éva- 
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nouit; il diminue numériquement de valeur pour des 
valeurs croissantes de x, jusqu’à ce qu'il s’annule quand 
x devient l’abscisse du point de contact de l'enveloppe 
et de l’enveloppée; après quoi, la valeur de x continuant 
à croître, il prend nécessairement une valeur négative. 
188. Lorsque l'équation (a) a été mise sous la forme 

(a), l'équation (a”) se reduit à 1—0; résultat absurde, 
qui ne peut donner l'équation de la ligne enveloppe. 
Ceci provient de ce qu'en effet, comme on vient de le 
voir, les portions de courbes représentées par l’une des 
équations (a,) n’ont plus de points d’intersection. Mais il 
faut remarquer que, si l’on substitue pour & sa valeur 
f(x,y) dans l'équation (a), celle-ci deviendra identique, 
ainsi que ses dérivées par rapport à æ et à y, en sorte 
qu’on aura identiquement 

dE dE df dE dF df 

1 VD 12 En Fr Nat  ) 
d’où 

df dX dF df dE. dF 

dx — dx ‘da’ dy dy da 
Or, la relation entre x, y, qui est l'équation de la ligne 


A 


enveloppe, fait évanouir PPT quand l'équation (a) a été 


délivrée de radicaux : donc elle doit rendre infinis 
dé sf \ 
nee En LEE fournit un moyen de trouver l’équa- 
tion de l’enveloppe, même lorsque l'équation des enve- 
loppées se trouve résolue par rapport à a. Ainsi, quand 
on prend pour f la valeur tirée de l'équation (c),il vient 
& _Epæopy-p papy 

Dm spams 
df P 


D TaV pme 
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et l’on retrouve l’équation de lenveloppe (y) par la 
condition que ces valeurs deviennent infinies. 
Le raisonnement qui conduit à cette conséquence 
peut encore être présenté sous la forme suivante. 
Lorsque l’on différentie successivement l’équation (a) 
en y considérant la quantité a, d’abord comme une 
constante, puis comme une fonction des variables x, y, 


on a [183] 


dF , dF 
TETE 2 
dF ,dF  dF /da , da - 
re lantide as) y Nue 
d’où 
Had dE 
TR debian 


LA LL LU dF da da AR: 
ur cor aa NE ou) PU 


et ces deux valeurs de y’ coïncideront, si l’on détermine 


f 


a en fonction de x,y, de manière à vérifier l’une ou 
l’autre des deux équations 
dF_ dF 
ATEN me — 
Quand la fonction F est une fonction algébrique, dé- 
livrée de radicaux et de dénominations, la seconde de 


(ee) 


ces équations ne peut pas avoir de solutions; mais en 
général, les diverses transformations auxquelles on sou- 
met l'équation (a), en faisant apparaître ou disparaître 
des dénominateurs ou des radicaux, ont pour effet d’in- 
troduire dans l’une de ces deux dernières équations les 
solutions qui disparaissent de l’autre. D'ailleurs, lorsque 
Mniiar : À D ciadiies Fr. 
la dérivée —- devient infinie, il faut qu’en général la 


dy 
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dérivée JT; devienne aussi infinie, sans quoi la dérivée y’ 
serait constamment nulle. 

189. Rien ne s'oppose à ce que les enveloppées soient 
des lignes droites, ou à ce que l’équation (a) ait une 
forme linéaire par rapport aux variables x,y : dans ce 
cas, le système des enveloppées se confond manifeste- 
ment avec le système des tangentes de la courbe enve- 
loppe. 

L’équation (a) étant linéaire en x, y, aura la forme 

V = La — 9, 4 : 
mais on peut changer de constante arbitraire et poser 
pa—c, ce qui donne à l'équation précédente la forme 
plus simple 
FY=cr+vŸc; 
l’équation (b) devient dans ce cas 

Y = ay + ÿy'. 

On peut prendre pour système d’enveloppées le sys- 
tème des droites normales à une courbe donnée : mais 
alors les relations de la courbe enveloppe avec la courbe 
primitive donnent naissance à une théorie fort impor- 
tante, qui mérite une étude spéciale, et dont l’exposi- 
tion est l’objet du chapitre suivant. 
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CHAPITRE IT. 


THÉORIE DES DÉVELOPPÉES ET DES RAYONS DE COUR- 
BURE DES COURBES PLANES. — *NOTIONS SUR LES 
CAUSTIQUES. — THÉORIE DES CONTACTS DES DIVERS 
ORDRES ENTRE LES LIGNES PLANES. 


$ 1°. Théorie des développées et des rayons de courbure des 
courbes planes. 


190. Désignons, comme dans l’avant-dernier chapi- 
tre, par € ,n les coordonnées courantes de la normale à 
la courbe 

SK I)=0 (f) 
au point (x,y), les coordonnées £,n étant toujours pa- 
rallèles aux coordonnées x,7 et comptées de la même 
origine : l'équation de la normale est 

É—x+(n—7)y  —=o. (x) 
Si l’on y substituait les valeurs de y, y' en fonction de 
x, tirées de l'équation ( f ), elle prendrait la forme 
PE imereet10 (2) 
en restant linéaire par rapport aux variables £ ,n; et 
l’on pourrait y considérer x comme le paramètre va- 
riable dont la valeur détermine chacune des droites 
normales, dont nous voulons trouver l’enveloppe : l’é- 
quation de cette enveloppe 
P(5,n)—0 (?) 
résulterait de l'élimination de x entre l'équation (2) et 
sa dérivée par rapport à +, 
dE 


— — O0. 
dx 
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Mais, pour opérer cette substitution, il faudrait parti- 
culariser la fonction f; et comme, pour le moment il 
s'agit au contraire d'exprimer des résultats indépen- 
dants de la forme de cette fonction, nous opérerons 
immédiatement sur l’équation (1), et nous la différen- 
tierons par rapport au paramètre x, en y considérant 
7,7’ comme des fonctions implicites de x, en vertu de 


l’équation (f). 
Ce calcul donne 
ST a me de DNS (3) 
d’où l’on tire 
ner = PRÉ LUE ne ur MERS OP }, 
ie | De 
12 \3 
Ge) + (nr =. 


Dans ces formules, £,n désignent les coordonnées 
du point d'intersection de la normale au point (x,7) 
avec une normale infiniment voisine | 185], ou celles du 
point où la normale au point (x, y) touche la courbe 
enveloppe (+). Si donc on appelle : la distance du point 
(x, y) au point (£, n) ainsi défini, & sera une fonction de 
la variable ARE x, donnée par la formule 

Pa 


f'2 
t2 
ou 


l2\3 
p=+ += + e) NE (e) 
Le double signe E affecte la valeur de HPRIE celles 
de toutes les longueurs qui ne sont pas mesurées paral- 
lélement aux axes des coordonnées. Si l’on convient de 
prendre positivement le radical 


ds 
1? 
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ou de faire croître l’arc s avec labscisse x,9 sera de 
même signe que y”, et en tous cas changera de signe 
avec Ÿ”. 

191. Puisque la normale à la courbe (f) au point 
{x,y) touche son enveloppe (+) au point (£,), on a,en 
désignant par À l’angle que fait cette normale avec l’axe 
des +, du côté des abscisses positives, 


dE e d 
tano) ou sin 1 — D cos = 0 : (4) 


D'autre part l'équation 
Pix) +(n—7) 
donne, quand on la différentie par rapport à la variable 


indépendante + 


PE (SE 1) RE Gr) (Er) » 


ou plus simplement, à cause de l'équation (x), 


Si l’on remplace Ë—x,n —y par leurs valeurs p cos À, 
p sin X, il viendra 
PR co81+ À sin à ; (5) 

Élevons au carré les deux membres des équations (4) et 
(5), et faisons la somme : nous aurons enfin 

dé” __ dé+dn. 

CLR UT 
Si l'on désigne par c la longueur de larc de la courbe 
(o),compris entre un point fixe pris sur la courbe et le 


point mobile (€, n), on a [174] 


do ‘“ + de + dr + dr” 
dx — dx L 


et par suite 
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Donc, si l’on considère deux systèmes de valeurs cor- 
respondantes 
Lo ; Po) Co Vi9 Pro Cr 3 


et si l’on suppose que dans lintervalle x — x, les dé- 


Oo ds M | 
rivées 77.» 7, CONServent le même signe, sans devenir 
infinies , les valeurs numériques des différences 
p,—P6r5,—6 Sont égales entre elles : d’ailleurs ces 
différences sont de mêmes signes ou de signes con- 
traires, selon que les grandeurs o, 6 sont simultané- 
ment croissantes ou décroissantes, ou l’une croissante 
et l’autre décroissante. 

192. Soit #2 mx mims..... (fig. bo) la courbe don- 
née à laquelle la droite mobile sur le plan æ7 doit res- 
ter contamment normale, et pu: m:m3..... le lieu des 
points d’intersection de deux normales infiniment voi- 
sines, ou la courbe qui est constamment touchée par la 
droite mobile : il résulte de ce qui vient d’être démon- 
tré que la première courbe pourrait être décrite d’un 
mouvement continu par l'extrémité dun fil tendu qui 
aurait été enroulé sur la seconde courbe et que lon 
déroulerait ensuite; car de cette manière la différence 
des longueurs Au, mu: serait constamment égale à 
l'arc ww; et la portion rectiligne du fil dont une extré- 
mité décrirait la courbe rm#2m:m:...., toucherait cons- 
tamment par l’autre extrémité la courbe pu:u.... 

C’est pour cela que Huvgens , l’auteur de cette 
théorie, a nommé la courbe (o) la développée de la 
courbe (f), et celle-c1 la développante de la courbe 
(o). Une courbe plane a toujours une développée 

22. 
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comprise dans son plan, et n’en peut avoir qu’une; 
mais elle a une infinité de développantes, puisque, 
dans le déroulement du fil enroulé sur la dévelop- 
pée, chaque point de la portion rectiligne du fil, que 
l’on peut concevoir prolongée indéfiniment, décrit une 
courbe particulière. 

La description des courbes planes par leurs dévelop- 
pées a une grande analogie avec la description du cer- 
cle. Dans le cercle dont l'équation est 

(x—a)+(r—8Y=r, 


on trouve 
PT, A n=—=$ ; 


de sorte que la développée se réduit à un point qui est 
le centre du cercle. Réciproquement, dans Îa descrip- 
tion d’une tourbe quelconque, à l’aide de sa développée, 
chaque point de la développée fait successivement l’of- 
fice de centre; et le rayon, au lieu d’être constant, 
change d’un point à l’autre de la courbe décrite. Cette 
considération va nous conduire à envisager sous un 
autre point de vue les liaisons des courbes avec leurs 
développées. 

193. Pour nous former une notion précise de la cour- 
bure d’une ligne plane en chacun de ses points, imagi- 
nons qu'à partir du point 72 (fig. 51) on ait mesuré un 
arc AM—AS, puis mené les tangentes 724, mit et les 
normales 7A2n,/m:n aux points 72,74. Soit Ar l'angle 
compris entre ces normales, ou l’angle extérieur formé 
par les deux tangentes correspondantes : suivant que la 
ligne sera plus ou moins courbe ou s’écartera plus ou 
moins de la tangente 72 f dans le voisinage du point », 


le rap port 
At 


As 
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prendra des valeurs plus ou moins grandes; en suppo- 
sant toutefois que l’arc n’éprouve pas de serpentements, 
mais tourne sa convexité dans le même sens dans toute 
sa longueur, ce qu'on peut obtenir, pour toute courbe 
continue, en prenant l'arc As suffisamment petit. Si la 
ligne était une circonférence de cercle, dont la cour- 
bure est évidemment la même en tous les points, le 
rapport (2) serait indépendant, tant de la longueur de 


l’arc A s que de la position du point »2 sur la courbe, et 


, , | ras 
il aurait ponr valeur -, r désignant Île rayon du cercle. 
. ’ di Li 


\ I 
En conséquence, on peut prendre le rappport = pour 


la mesure de la courbure du cercle du rayon 7. 

Pour la courbe quelconque z27n:, le rapport (2) varie, 
non-seulement avec la position du point 77, mais encore 
avec la longueur de l’arc As. Si cependant les quantités 
As,A 7 deviennent l’une et l’autre de plus en plus peti- 
tes, le rapport (2) convergera, sauf les cas de solution 
de continuité, vers une limite déterminée et unique 

FA 

EN 
et par analogie [30,38] on devra considérer cette limite 
comme mesurant la courbure de la ligne au point 72, 
courbure qui deviendra ainsi une grandeur mathémati- 
quement définie, pour chaque courbe et pour chaque 
point de cette courbe. 

Or, quand l'arc mm, devient infiniment petit, le 
point z est le point (£,n) déterminé plus haut, et à 
cause que les normales 727, mn ne diffèrent plus que 
d’une quantité infiuiment petite, on a, aux infiniment 
petits près du second ordre, ds—pd+, ou, d’après la 
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formule (e), 


L’angle infiniment petit d+ se nomme l'angle de con- 
{ingence. 

D'ailleurs , sans qu’il soit besoin de recourir à la for- 
mule (0), ni aux calculs qui ont servi à l’établir, on a 
directement 


He PANare tang y’ = +7 — . dæ , 
re 
ASE PACE TAN dE 
d'où | 
dr NS 


7 Dee 12\3 
ds (147) 
I 
Le rapport : est donc la mesure de la courbure d’une 


ligne au point (x,y); po est le rayon de courbure ; le 
point (£, n) est le centre de courbure ou le centre du 
cercle décrit du rayon p, qui aurait au point (x, y) la 
même courbure que la ligne donnée : la développée est 
le lieu géométrique de tous les centres de courbure de 
la développante. 

194. La valeur de la courbure, toujours réciproque 
à celle du rayon de courbure, varie en chaque point de 
la courbe, de part et d'autre du point (x,y). Générale- 
ment elle va en augmentant dans un sens et en dimi- 
nuant dans l’autre. Donc le cercle décrit du point (£, 1) 
comme centre, avec le rayon bo, doit être intérieur à la 
courbe du côté où la courbure va en diminuant, et ex- 
térieur à la courbe du côté où la courbure va en aug- 
mentant. Donc ce cercle coupe la courbe au point (x, r) 
en même temps qu'il la touche, en ce sens que la tan- 
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gente à la courbe est aussi tangente au cercle dont le 
centre (£,n) se trouve sur la normale. 

Au contraire, et par la même raison, tout cercle tan- 
gent à la courbe au même point, mais décrit d’un rayon 
plus grand ou plus petit que bp, est extérieur à la courbe 
des deux côtés, ou intérieur des deux côtés. Il est évi- 
dent d’ailleurs, par la construction qui nous a conduit à 
la définition géométrique de la courbure, que le cercle 
dont la courbure est la même que celle de la courbe au 
point (x, y), s’écarte moins de la courbe, dans le voisi- 
nage immédiat de ce point, que tout autre cercle tan- 
gent décrit d’un rayon plus grand ou plus petit. En 
conséquence, Huygens a donné au cercle tangent qui a 
pour centre le centre de courbure correspondant au 
point de contact, le nom de cercle osculateur : il se 
trouve à la limite commune des cercles qui touchent la 
courbe intérieurement des deux côtés, et de ceux qui 
la touchent extérieurement des deux côtés. 

Il y a pourtant des cas où le cercle osculateur cesse 
de couper la courbe : c’est lorsque le rayon de cour- 
bure passe au point (x, y) par une valeur rnaximum ou 
minimum. Alors, toujours en vertu du même raisonne- 
ment, le cercle osculateur doit toucher la courbe exté- 
rieurement des deux côtés, si c’est le cas du maximum, 
et intérieurement des deux côtés, pour le cas du méni- 
mu. Dans une ellipse, par exemple, la symétrie de la 
figure suffit pour montrer que le rayon de courbure est 
un Minimum aux extrémités du grand axe et un /2axi- 
mum aux extrémités du petit axe. En général, dans 
une courbe fermée, sans points de rebroussement ou 
d'inflexion, le rayon de courbure a au moins un 7naxt- 
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run et un 7inimuun, et 1l a nécessairement autant de 
valeurs maxima que de valeurs rr7énima. 

195. Tous les résultats énoncés dans ce dernier nu- 
méro ont été déduits de considérations purement 
géométriques : on les confirmerait au besoin par l’ana- 
lyse. Pour la plus grande simplicité des calculs, dési- 
gnons par &w la fonction 

Ro Me min AU 
ou le carré de la distance du point (£,n)au point (x, y) 
pris sur la courbe : le premier point restant fixe, w sera 
une fonction de la seule variable indépendante x. Si 
donc nous voulons que la distance du point (£,7) au 
point (x,y) soit un maximum ou un rr7inimum entre 
toutes les droites que l’on peut mener du premier point 


aux points voisins du second sur la courbe, il faut poser 
du 


Sera Cho ies 0; (1) 
c’est-à-dire que le point (£,n) doit se trouver sur la 
normale à la courbe au point (x, y). 

Il y a maximum ou minimum, suivant que 


‘u t2 I 

Ts=1t+y — (n—7)y" < ou >0. 

La première inégalité ne saurait être satisfaite lorsque 
les facteurs n-—7,7" sont de signes contraires, ou 
(comme il est facile de s’en assurer) lorsque la courbe et 
le cercle tangent tournent leur convexité en sens con- 
traires. Admettons que ces facteurs soient de même 
signe, ou que la courbe et le cercle tangent tournent 
leur convexité du même côté de la tangente : suivant 
que la première ou la seconde inégalité est satisfaite, le 
cercle tangent est, au voisinage du point (x,7), exté- 
rieur ou intérieur à la courbe des deux côtés. Mais il 
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n'existe plus ni A#aximum ni minimum si l’on a, outre 
,7 . 
l'équation (1), 
du 
PES {2 L \ ! As nl 
dt Lo ae Co 0 (3) 
c'est-à-dire (d’après l’identité des équations (1) et (3) 
avec celles que nous avons désignées plus haut par les 
mêmes réclames), si le point (£,n) est le centre du cercle 
osculateur. Ce cercle coupe donc la courbe en même 
temps qu'il la touche. Il est extérieur ou intérieur à la 


courbe du côté où les x vont en croissant, suivant qu’on a 
du 
DE nee ON er DU 


"1, 


< ou > Oo. 


Enfin, le cercle osculateur redevient extérieur ou inté- 
rieur des deux côtés, si l’on a 

du 

DO NOT 
ou, en substituant la valeur de n—y, tirée de léqua- 


tion (3), Ÿ 


y y" —(14+7")7" 0 - (6) 
_ Mais, en différentiant l'équation (4), on trouve 


d VA) Ja 
ess AE À (arr la —(1+7)r") : 
et par A l'équation (6) exprime la condition 
pour que le rayon de courbure passe par une valeur 
Maximum OÙ MUUMUIM. 

196. Lorsqu'on veut s'affranchir de Îa condition de 
regarder x comme la variable indépendante, l’expres- 
sion du rayon de courbure prend la forme symétrique 

a 2\3 3 
Bobo (dx° + dy° TRES ds 
dxd’'y —dyd x dxdy 


Rs (P:) 
Or, l'équation ds°— dx + dy" donne par la différentia- 
tion 


D PE NE Ne Ge EN V0) 
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dxdx + dydy 
3 A Jo d - 2 D) (7) 
S 
d’où 


2 


ds’ Ci ds” 
Ep d° 
dns papas (tre (8) 


et par suite 
dxd’'y—dyd ÿ 4 —=V dx dy ds, 


ds 
ds” 


= ar RE > 
NÉ p6 Ed du (es) 


l'équation (8) peut encore être mise sous la forme 
(dxd'y—dyd'x)—(dxr+dy)ds —(dx" +dy)ds, 

qui devient, en vertu de l’équation (7), 
( PPDA y—dy ds) 


4 | 
4 
ue IC a) + (a. ds) |”? 
et d’où l’on tire 


p=+ 


dat 14 M 
VAE + (2.2 
D'ailleurs on a [193], ds—odr, dr désignant l'angle 


de deux tangentes infiniment voisines, ou l’angle de 
contingence : donc 


| dx\ : FL HULYONE 
ete TEE iris s . T 
5 AGE + (4.9) (x) 
Les formules (0), (0.), (x) trouvent leur application dans 
la mécanique. 


On à aussi, dans le système des coordonnées polaires 
|179|, en prenant l'angle © pour variable indépendante: 
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dx= drcosoe —rsinod, 
dy = dr sin 9 —rcose de, 
dx dr cos? — 2 sin ® drdo —rcosode , 
dy —= dr sin o + 2 cos® drdo — r sin pde? . 


Si l’on substitue ces valeurs dans l'expression du rayon 
de courbure, il vient 


Sn HU ET PDT (F) 
Fr 4- 2 Pr — ne 
197. £xemples. 1° Soit donnée l’équation de l’ellipse 
71 ou 
AND E 
on trouve 
NO 2 DT br tar}. 
ER _ ptet ZE 1 jan en ab ) ? 


et pour l'équation de la développée en Ë, n, 


( aë Y bn a 
pou 1) UE (CE) qu OÙ 


Délivrée de radicaux, cette équation devient 
| ; | => SATA 
(ae (ae ie y 7 (a*—b"} 

Cette développée (/{g. 52) a quatre points de rebrous- 
sement qui correspondent aux extrémités des axes de 
l'ellipse développante [194]. 

Le même calcul donne la développée de l’hyperbole, 
par le changement ordinaire de b en by. 


2° Pour la parabole ÿ—2p x, on a 


PET ? 


—p+3x,n on mir Here 
Vp 


et l’équation de la développée devient 


: NP OMRE PIE 
LP 


ñ 
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Cette développée (fig. 53) est une courbe parabo- 
lique, c’est-à-dire, une courbe du genre de celles dont 
l'équation peut être ramenée au type 

ji dt n , 

m et z étant des nombres entiers positifs. On l’appelle 
la parabole de Veil, du nom du géomètre qui l’a étu- 
diée le premier, ou l’un des premiers, en signalant la 
propriété, alors très-remarquable, dont jouit cette courbe, 
d'être rectifiable, en ce sens que l’arc s peut être ex- 
primé par une fonction algébrique de l’abscisse x. C'est 
un point sur lequel nous reviendrons en traitant de la 
rectification des courbes, ou de la détermination de s en 
fonction de «. 

198. 3° Reprenons l'équation de la cycloïde [176] 

z—= R arc cos? EL 2h77 
nous avons trouvé [177]: 


1l résulte du rapprochement de cette formule avec lé- 
quation (%”) du n° cité, que le rayon de courbure de 
la cycloïde est double de la 2ormale. 

Ceci nous conduit à démontrer une propriété bien 
remarquable de la cycloïde : celle d’avoir pour déve- 
loppée une autre cycloïde de mêmes dimensions, placée 
au-dessous de la cycloïde développante, ainsi que lin- 
dique la fig. 54. 

Menons en effet une droite indéfinie ££” parallèle à 
XX’, et à une distance de celle-ci égale au diamètre du 
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cercle générateur de la cycloïde développante O7». 
Ce cercle étant représenté dans la position zmn', cons- 
truisons le cercle symétrique nuv : le point d’inter- 
section y de ce cercle avec la droite r#n prolongée est, 
d’après ce qu’on vient de démontrer, le centre de cour- 
bure de la cycloïde développante. La distance Oz est 
égale à l'arc »2n, et la distance Os est égale à la demi- 
circonférence du cercle générateur. Donc l'arc z2n', ou 
l’are pv qui lui est égal, a la même longueur que la droite 
sr, ou que la parallèle ov. Done, si le cercle 7uv roule 
sur la droite ££”, le point de la circonférence qui viendra 
toucher cette droite fixe au point o décrira la déve- 
loppée de la cycloïde engendrée par le roulement du 
cercle xrnn' sur la droite X’X. 

Cette construction montre que le rayon de courbure 
de la cycloïde développante est nul au point de rebrous- 
sement O, et qu'au sommet il est égal à og, ou au double 
du diamètre du cercle générateur. Mais og est aussi égal 
au demi-arceau de la cycloïde développée, laquelle est 
superposable à sa développante : donc la longueur d’un 
arceau de cycloïde vaut quatre fois le diamètre du 
cercle générateur. 

Les propriétés de la cycloïde, qui font l’objet de ce 
n°, ont été découvertes par Huygens, à propos de ses 
recherches sur lapplication du pendule aux horloges : 
elles ont conduit cet esprit éminent, d’une part, à la 
théorie géométrique des développées et des rayons de 
courbure ; de l’autre, à des théorèmes d’une haute 
importance en mécanique rationnelle; et l’histoire des 
sciences n'offre pas d'exemple de connexions plus cu- 
rieuses. 

199. 4° Prenons, pour faire une dernière application, 
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l'équation de la spirale logarithmique [181], 7 — er”? : la 
formule (,) donnera, pour la valeur numérique du rayon 
de courbure, p— 7 Lim, Mais nous savons que dans 
cette courbe la normale forme avec le rayon vecteur 
un angle constant «, qui a pour tangente — 7» : donc 
 — p COS a; en sorte que le centre de courbure est 
l'intersection de la normale avec la perpendiculaire 
élevée de l’origine sur le rayon vecteur. 

Donc la tangente de la développée, qui n’est autre 
que la normale à la développante, fait un angle cons- 
tant avec le rayon vecteur de cette même développée, et 
un angle égal à celui qui est formé par la tangente et 
par le rayon vecteur de la spirale développante. Donc 
la développée est la même courbe que la développante, 
rapportée au même pôle; de telle sorte que la seconde, 
en décrivant autour du pôle commun un arc de rotation 
d’une amplitude convenable, viendrait se superposer à la 
première. 


* 6 2. Notions sur les caustiques. 


200. La théorie des courbes enveloppes, restreinte au 
cas où les enveloppées sont des lignes droites, offre 
encore une application curieuse, et qui se lie trop natu- 
rellement à la théorie des développées pour que nous 
la passions tout à fait sous silence. On peut supposer 
effectivement que les droites enveloppées, au lieu de 
rester normales à une courbe donnée MN (fe. 55), 
sont assujetties à la condition de faire avec les normales 
mn un angle rmn tel que lon ait 

sin rmn — k sin Fnn', 
# étant une constante donnée, et F un point donné 
de position dans le plan de la courbe. Les principes 
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de l’optique nous apprennent que, si MN est la trace 
d’une surface cylindrique qui sépare deux milieux iné- 
galement réfringents, et dont les génératrices soient 
perpendiculaires au plan de la courbe, les rayons éma- 
nés du foyer lumineux F et dirigés suivant F7, se ré- 
fracteront suivant mr, k désignant lindice de réfraction 
qui se rapporte au passage d’un milieu dans l’autre. 
L'enveloppe de toutes les droites 727, lorsqu'elle se 
trouvera sur le trajet de la lumière, pourra se dessiner 
sur le plan de la courbe comme une trace lumineuse ; à 
cause que les points situés près de l'enveloppe, où con- 
vergent des rayons sensiblement parallèles, recevront 
plus de lumière que les autres points du plan. On donne 
à cette enveloppe le nom de caustique par réfraction. 
Si la constante # devenait nulle, la caustique coïncide- 
rait avec la développée; si l’on prenait #=—— r, la ré- 
fraction se changerait en réflexion, et la courbe enve- 
loppe prendrait le nom de caustique par réflexion. Les 
caustiques changent, pour la même courbe MN et pour 
la même valeur de la constante #, avec la position du 
point F; quand ce point s'éloigne à l'infini, ou que les 
rayons incidents deviennent parallèles, on obtient des 
courbes auxquelles on peut donner le nom de caustiques 
principales. 

Soient «, 8 les coordonnées du point F parallèlement 
aux axes des x et des y; Ë,n celles d’un point quelcon- 
que du rayon réfracté en »m; x,y celles du point d’in- 
cidence 72 pris sur la courbe réfringente 

f(x, 7)=0; (f) 
à, \’, les angles que le rayon incident et le rayon réfracté 
font avec les + positifs : les cosinus des angles que ces 
mêmes rayons font avec la tangente à la courbe auront 
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pour valeurs 

cos à LE + sin Le. cos \ CE + sinx SE 
et 1ls seront aussi respectivement égaux à Æ sin Fra’, 
E sin rmn, en sorte qu’on aura 

cos \'dx + sin \'dy — Æ (cos dx +- sin \dy) . (9) 
Posons, pour abréger, 


pla) +0) , px) +07) : 


il viendra 

régie $ Rte eee er h Su Net 

d’où : 
te +A, ENT 0 . (10) 


Telle est en £,n l'équation du rayon réfracté, ou de la 
droite enveloppée qui correspond au point (x,y)sur la 
courbe réfringente ( f). Si l’on différentie cette équation 
par rapport à æ, en y considérant y, y comme des fonc- 
tions implicites de x, et si l’on élimine x, y, y’, y" entre 
l'équation (10) et sa dérivée, l’équation ( f) et ses déri- 
vées des deux premiers ordres, on aura en £,n l’équa- 
tion de l'enveloppe ou de la caustique. 

201. Quand on considère dans l'équation (10) les 
coordonnées £,n comme des constantes données, elle 
prend la forme 

no dr fp) 44 
LL 4 |) HORS 
et elle exprime que la fonction P'ÆX9 acquiert une va- 
leur maximum ou minimum ; de sorte que, si l’on mène 
à un point quelconque de la courbe, autre que "», les 
droites F 72,,rm,, on aura constamment 


rm, + k. Fm, > ou < rm+k.Fm ; 
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. pue , . 2 TA 
mais évidemment le premier membre de cette inégalité 
ne comporte pas de »#aximum,.et par conséquent l’é- 
quation (10) établit l’existence d’un minimum [92]. 
Lorsque l’on considère au contraire £, n comme les 
coordonnées courantes de l’enveloppe à laquelle chaque 
droite enveloppée est tangente, on a, par la définition 
2 / 
de l'angle », 
: dn APE VE E 
— —, où — sin À ——— cos \ — 0. II 
7 dx dx (x) 
De plus, si l’on différentie les équations 
2 2 5 2 F2 2 2 
(20) +8), px) +7), 

FM e 3 "4 ? x 
par rapport à la variable indépendante x, et qu’on subs- 
titue dans le résultat pour &—«x, y —$, Ë—x, n—y leurs 
valeurs p cos), osinà, #’cos\', s'sin\', il vient 


k CO MTS 
dx s 
do’ Me dt ; dn j re) 
TRS Di }cos + (7 J sin», 
d’où, en vertu de l'équation (9), 

do dp de d'A . 
Ja ele ou Le À 
dx 12 atancle suite VS dx Ge) 


Élevons au carré les deux membres des équations (11), 
(12), pour en prendre ensuite la somme, et désignons 
par do la différentielle de Farc de la caustique, nous au- 
rons la formule | 

AOL (Rad FN a re HAT) 

dx” dx dx dx dx dx 
analogue à celle qui a été trouvée [191] pour les déve- 
loppées, et de laquelle nous tirerons 

Goo = O0 + (op) |: 

Gus Po 0 03 F9 Pi : désignant deux systèmes de valeurs 
des grandeurs 6, o, s', pour des points qui se corres- 

Ti 23 
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pondent sur la courbe réfringente et sur sa caustique. 
202. Afin de donner une application de ces formules, 
admettons que la ligne réfringente soit une droite que 
nous prendrons pour axe des x : le point rayonnant 
sera placé sur laxe des y; et par ce moyen, l'équation 
(10) deviendra 
Ex) La +8 ——/x. LV E—x) + ; 
d'où 
IE, VE Phe = (13) 
L’équation en Ë,n doit résulter de l'élimination de x 
entre cette dernière équation et sa dérivée par rapport 
à æ, qui est 
EB+(ri—l x —o, (14) 
et d’où l’on tire Û 
(Ga) e[F+(i—F)e].  () 


La comparaison des équations (13) et (15) donne 
[8 +(i—Æ)e LE =TA fn, 


BP+(i—k a —(Afa) ; (16) 
et si maintenant on élimine x entre les équations (14), 
(16), il vient 

BH (V1 RES —(An}, 


équation de la développée d’une section conique qui a 


ou 


son centre à l’origine et son foyer au point rayonnant. 


$ 3. Théorie des contacts des divers ordres entre les lignes 
planes. 


203. Soient 
SEA (f) J — 9x (œ) 
les équations de deux courbes ayant un point commun 
(x,y) par suite de l'équation de condition 
fr = ex ) (m) 
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qui subsiste pour la valeur particulière x. On a [99] 
fi (x+Ax)—9(2+Ax)—| f" (x+tAx)—+9(x+4-047)]. Ar A(e) 
t, 0 désignant des nombres compris entre zéro et l'unité; 
et si les fonctions f, o n’éprouvent pas de solutions de 
continuité dans l'intervalle de x à x—Ax, si de plus Ax 
désigne une quantité très-petite du premier ordre [45], 
le premier membre de l'équation précédente, ou la dif- 
férence rx, (fig. 56) des ordonnées p,u,, prm,, est 
aussi en général une quantité très- petite du premier 
ordre. 
Mais dans le cas où les deux courbes QU (o) se tou- 
cheraient en 2, c’est-à-dire, auraient en 72 une tan- 

gente commune par suite de l’équation de condition 
L'eE x 
il viendrait À * à 4 


f(x+Az)-o(r tar fa ttix)—9" (x #0, A7)]. _ : (à) 


les nombres #,,0, (qui diffèrent en général de # et de 6) 
devant toujours tomber entre o et 1. Alors, la distance 
mu. se trouverait être une quantité très-petite de l’or- 
dre de Ax° ou du second ordre. 

Il est facile de voir que la distance du point y», à la- 
ligne (+), ou la normale 72,7, abaissée du point 7»,, 
très-voisin de #2, sur la ligne (o) passant par 72, est en 
général du même ordre de grandeur que la distance 
m,n, : donc cette distance 72,7, est une quantité très- 
petite du premier ordre quand la courbe (6) ne satisfait 
qu’à la condition de passer par le point 7x; et elle de- 
vient une quantité très-petite du second ordre, lorsque 
la courbe (+) est prise parmi celles qui touchent la cour- 
be (f) au point "». 

Donc à fortiori on peut toujours prendre le point y», 


A0. 
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assez voisin de >», pour que sa distance à la ligne (+) 
soit moindre que sa distance à toute autre courbe pas- 
sant aussi par le point 72, mais qui ne toucherait pas 
en ce point la courbe (f). On dit alors qu’il y a entre 
les courbes (f°}, (g) un contact du premier ordre. 

On peut toujours prendre Ax assez petit pour que les 


signes des différences 


f'(x+tAx)—v'(x+0Ax), f (a+ t,Ax)—e"(x+-6,Â7) 
soient respectivement les mêmes que ceux des diffe- 
rences - 

f'a—ox, fx —o"x: 
donc, en vertu de l'équation (à), la différence 
f(x+Ax)—9(x+aAx) (A) 

changera de signe avec Ax, pour des valeurs suffisam- 
ment petites de Ax, et la courbe (+) coupera la courbe 
(1; lorsqu'elle aura simplement avec ( f) le point com- 
mun "»; au contraire, la valeur de la même différence 
donnée par l'équation (9”) conservera le même signe 
pour des valeurs de Ax suffisamment petites et de signes 
contraires, en sorte que la courbe (+), ayant avec (f) 
au point 72 un contact du premier ordre, cessera de 
couper en 7x la courbe Ga 

Au lieu du système des équations (#2), (m»') on peut 
écrire j 

HER, f(x+ dx) —=+9(x + dx) ; 

ce qui revient à dire, dans le langage propre à la mé- 
thode infinitésimale, que deux courbes (f), (9) entre 
lesquelles existe au point (x,y) un contact du premier 
ordre, ont deux points conuns infiniment voisins 
ap) C-de,y+ à) 


904. Admettons maintenant que l’on ait, outre les 
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équations (m2), (rm), 
fre or . À (m") 
la différence (A) sera donnée par l'équation 


APP" 
a+ Ar)—p(x+Ar)= | fax) —9'/(0#0,42)]. =? (677) 


et elle deviendra une quantité très-petite du troisième 
ordre, Azx désignant toujours une quantité très-petite 
du premier ordre. Dans ce cas, les deux courbes ( voi 
(g) ont non-seulement la même tangente, mais le même 
cercle osculateur; et par analogie, on dit que ces deux 
courbes sont osculatrices l'une de lautre. 

La distance m,n, devient, comme la différence (4), 
une quantité très-petite du troisième ordre lorsque Îles 
deux courbes s’osculent en 77, tandis qu’elle n'était 
qu'une quantité très-petite du second ordre, lorsqu'on 
n’assujettissait les deux courbes qu’à la condition de se 
toucher au même point. 

Donc à fortiori on peut prendre le point 72, assez 
voisin de 72 pour que sa distance à la ligne (+) oscula- 
trice en 72 soit moindre que sa distance à toute autre 
courbe qui toucherait mais n’osculerait pas la courbe 
(f) au point ». On dit, en conséquence, que les cour- 
bes osculatrices ( f), (?) ont en »2 un contact du second 
ordre. 

La différence (A), donnée par l'équation (9), change 
de signe avec Ax, pour des valeurs absolues de A:x suf- 
fisamment petites : donc la courbe osculatrice (+) coupe 
en général la courbe ( f) au point 2, en même temps 
qu'elle la touche. 

Au lieu du système des équations (#2), (#°), (m"”), on 
peut écrire 


fa—ex=0, d(fr—ex)=0, d'(fr—ex)=0, 
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ou | 

fa—=yx, f(x+dr)=s(x+dxr), f(x+2dx)—=09(x+2d2) ; 

ce qui revient à dire, que deux courbes ( f'), (+), entre 

lesquelles existe au point (x,7) un contact du second 

ordre, ont trois points communs infiniment voisins 

(2,9), (x +dx,y + dr), (x +2dx,y+2dy +7). 
205. En généralisant cette analyse on établira, com- 

me conditions d’un contact du 7° ordre au point (x, y) 

entre les courbes ( f), (+), les 2H r équations 


he A PE DR ANNE JTE, 

Pour des valeurs très-petites du premier ordre attri- 
buées à Ax, la différence (A) devient une quantité très- 
petite de l'ordre a r, lorsque le contact au point (x, y) 
entre les courbes (f), (#) est de l’ordre nr : d’où l’on 
conclut & fortiori que le point (æ+-Ax,y—+aA7y) peut 
être pris assez voisin de (x,y) sur la courbe (f), pour 
que sa distance à la courbe (+) soit moindre que sa dis- 
tance à toute autre courbe passant aussi par (x,y), et 
qui n'aurait en ce point avec la courbe (f) qu'un con- 
tact d’un ordre inférieur. 

Les lignes (f), (g) se coupent ou ne se coupent pas 
au point (x,y), selon qu’elles ont en ce point un contact 
d'ordre pair ou d'ordre impair. 

Dans le langage propre à la méthode infinitésimale, 
on peut dire que deux courbes dont le contact au point 
(x, ») est de l’ordre x, ont » points communs, infiniment 
VOISINS. 

Étant données une courbe ( f) entièrement détermi- 
née, et une courbe (+) dans l'équation de laquelle en- 
trent 7 paramètres arbitraires, on pourra disposer de 
ces paramètres de manière à établir entre les deux 
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courbes , en un point donné (x,y), un contact de l’or- 
dre n— 1. 
C’est ainsi qu'on dispose des deux de a, b 
qui entrent dans l'équation générale d’une droite 
Y=arx +6, 
de manière que la droite devienne la tangente d’une 
courbe donnée, en un point donné : le contact de la 
courbe et de la droite étant alors du premier ordre. 
C’est encore ainsi qu’on dispose des trois constantes 
a, db, c qui entrent dans l’équation générale d’un cercle 
(aa) +(r—b) €", 
de manière à le rendre osculateur d’une courbe donnée 
en un point donné, ou de manière à établir entre la 
courbe et le cercle un contact du second ordre. 
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DES POINTS SINGULIERS DES LIGNES PLANES, ET DE LA 
CORRESPONDANCE ENTRE LA GEOMÉTRIE ET L'AL- 
GÈBRE. 


206. On doit entendre par points singuliers d’une 
courbe, dans le sens géométrique, tous ceux où le tracé 
de la courbe, abstraction faite du système arbitraire de 
coordonnées auquel on la rapporte, offre quelque acci- 
dent qui les particularise; par opposition aux autres 
points, en nombre infini, que nul caractère géométrique 
ne distingue de ceux qui les précèdent ou qui les sui- 
vent immédiatement. Ainsi, le point où la courbe subit 
une inflexion est un point singulier dont l'existence ne 
dépend ni de la direction arbitraire des axes des coor- 
données, ni même de la nature des coordonnées qu’on 
emploie pour définir la courbe analÿtiquement. Au con- 
traire, le point où lordonnée passe par une valeur 
maximum où minimum nest pas pour cela seul un 
point singulier; car, si l’on changeait la direction des 
axes, ce qui ne changerait rien à la courbe, la propriété 
de répondre à une valeur maximum ou minimum de 
l’ordonnée, passerait à un autre point; et celui qui en 
jouissait en premier lieu, pourrait ne plus offrir aucun 
caractère qui le singularisät. 

207. Parmi les courbes susceptibles d’être définies au 
moyen d’une équation entre leurs coordonnées, il faut 
distinguer les courbes qu'on appelle a{gébriques, pour 
lesquelles , dans un système de coordonnées parallèles à 
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des axes fixes, l’ordonnée est une fonction algébrique 
de l’abscisse, et les courbes étranscendantes dont l’or- 
donnée, dans un pareil système, ne s’exprime en fonc- 
tion de l’abscisse qu’à l’aide des signes transcendants de 
l'analyse. Les sections coniques sont des courbes algé- 
briques : la cycloïde et les spirales sont des courbes 
transcendantes. 

L’équation d’une courbe algébrique peut toujours, 
par l’évanouissement des dénominateurs et des radicaux, 
se ramener à la forme 

Eur) 2Æ0, (a) 
F désignant une fonction entière et rationnelle, tant par 
rapport à y que par rapport à x. Le degré de cette 
équation est donné par la somme des exposants de x et 
de y dans lé terme pour lequel cette somme a la plus 
grande valeur. Si l’on passe d’un système de coordon- 
nées parallèles à un autre, le degré de l’équation ne 
change pas, à cause que les coordonnées prises dans un 
système sont des fonctions linéaires des coordonnées 
prises dans l’autre système. Le degré des équations des 
courbes algébriques est donc un caractère essentiel de 
ces courbes, d’après lequel on peut les classer sans que 
la classification soit arbitraire, bien que la forme des 
équations change avec l’origine des coordonnées et la 
direction arbitraire de chacun des axes, qui peuvent 
faire entre eux un angle quelconque. 

Une droite ne peut avoir avec une courbe algébrique 
un nombre de points d’intersection plus grand que lex- 
posant du degré de son équation. Le nombre des points 
d’intersection de deux courbes, l’une du degré », l’au- 
tre du degré 77’, ne peut pas surpasser »m. Ce sont 
encore là des caractères géométriques très-remarquables, 


362 LIVRE IV. — CHAPITRE IV. 


qui dérivent immédiatement des principes fondamen- 
taux de la théorie des équations algébriques. 

208. Une courbe algébrique ne s’interrompt pas 
brusquement dans son cours, ou ne peut pas avoir de 
points singuliers de l'espèce de ceux qu'on a appelés 
points d’arrét ou de rupture, et que présentent cer- 
taines courbes transcendantes, par exemple [16] celle 
qui aurait pour équation 


; 

YHI=Ee =. (x) 
Cela résulte de ce qu'une équation algébrique à une 
seule inconnue et à coefficients réels, ayant toujours un 
nombre pair de racines imaginaires, ne peut perdre à 
la fois qu'un nombre pair de racines réelles, lorsqu'on 
fait passer par une suite de valeurs réelles l’une des 
quantités qui entrent dans la composition de ses coeffi- 
cients. Il suit de là, et de la forme connue des racines 
imaginaires, que quand l’ordonnée y d’une courbe al- 
gébrique passe du réel à l'imaginaire, pour une certaine 
valeur de x, des valeurs réelles de > en nombre pair 
deviennent égales. Si ces valeurs sont au nombre de 
deux, comme il arrive ordinairement, deux portions de 
la courbe viennent se rejoindre en un point qui peut 
ne présenter d’ailleurs aucune particularité, lorsqu'on 
change la direction des axes , et qui par conséquent n’est 
pas, en général, un point singulier. 

On conclut de là que, pour avoir l’expression com- 
plète d’une courbe algébrique, par une équation entre 
ses coordonnées rectilignes, il faut débarrasser l’équa- 
tion des radicaux, ou conserver tous les doubles signes 
inhérents à chaque radical pair. Autrement on intro- 
duirait arbitrairement des solutions de continuité, te- 
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nant à la direction des lignes auxiliaires que l’on aurait 
prises pour axes des coordonnées , et que ne peut point 
comporter la description de la courbe, considérée en 
soi. Tel est le fondement de la correspondance entre 
l'algèbre et la géométrie : l'algèbre n’associant par le 
double signe inhérent aux radicaux pairs qu’elle em- 
ploie, que des branches ou portions de ligne qui ap- 
partiennent effectivement au même lieu géométrique. 

D'ailleurs cette correspondance que l’on admet sou- 
vent dans un sens trop absolu, parce qu’elle apparaît 
surtout dans la discussion des courbes algébriques les 
plus simples, objet d’un enseignement classique, n’a 
plus lieu généralement quand il s’agit de courbes à équa- 
tions transcendantes. Ainsi le radical du second degré 
qui entre dans léquation de la cycloïde [176] doit 
être pris alternativement avec le signe + et avec le 
signe —; et si l’on employait à la fois les deux signes, 
on construirait deux cycloïdes distinctes qui ne peuvent 
point être réputées former le même lieu géométrique ou 
deux branches de la même courbe. 

De même on peut [181] rejeter ou admettre indiffé- 
remment les valeurs négatives de r et de o dans la cons- 


truction de la spirale hyperbolique = car 4 les 


admettant on ne fait qu’appliquer une convention per- 
mise; et en les rejetant on ne rompt aucune analogie 
géométrique, ni on n’introduit aucune solution de con- 
tinuité incompatible avec les conditions géométriques 
de la description de la courbe. 

Inversement, lorsque l’ordonnée d’une ligne algé- 
brique reçoit une expression de forme transcendante ; 
lorsqu'elle est exprimée, par exemple, au moyen d’une 
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série, l’expression transcendante comporte ordinaire- 

k e e , "2 \ # 
ment des solutions de continuité étrangères au tracé 
géométrique. C’est ce qui arrive pour l'équation (g) du 


n° 


113, dont le second membre représente l’ordonnée 
d’une ligne droite, mais entre certaines limites seule- 
ment; et nous verrons que les exemples du même fait 
analytique peuvent être multipliés à Pinfini. 

209. Lors donc qu'il est question de la correspon- 
dance de la géométrie et de l'algèbre, il faut prendre le 
mot d’algèbre dans le sens étroit, et entendre qu'il s’a- 
oit seulement des lignes exprimées par une équation 
algébrique entre des coordonnées rectilignes, menées 
parallèlement à des axes fixes. Cette correspondance 
résulte des propriétés des équations algébriques, rappe- 
lées ci-dessus, et de ce fait primitif que, dans un pareil 
système de coordonnées, toute équation du premier de- 
oré à deux variables représente une droite indéfini- 
ment prolongée. 

Le sentiment de ce rapport avait induit Descartes à 
donner la dénomination de courbes géométriques à 
toutes celles que représentent des équations algébriques 
à deux variables, dans un système de coordonnées pa- 
rallèles à des axes fixes. Il appelait par opposition 
courbes r2écaniques les courbes exprimées dans un pa- 
reil système de coordonnées par des équations trans- 
cendantes, telles que les spirales où la cycloïide : mais 
ces dénominations vicieuses ont cessé d’être en usage. 
Il n’y a aucune difficuité à appeler courbes algébriques 
celles que Descartes qualifiait exclusivement de géomé- 
triques ; tandis qu'il est impossible de fixer par une dé- 
finition précise le caractère des courbes géométriques , 
bien que l’on conçoive que cette dernière dénomination 
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est philosophiquement applicable à certaines courbes et 
non à d’autres. Ainsi la eycloide comme lellipse sont 
évidemment des courbes dont la génération peut être 
conçue et dont les propriétés nombreuses peuvent être 
étudiées d’après des considérations de pure géométrie, 
indépendamment de l'emploi de l'algèbre et de toute 
convention sur un système de coordonnées arbitraires : 
ce sont donc à ce titre des courbes géométriques. Au 
contraire, si l’on écrivait au hasard une équation algé- 
brique à deux variables, de degré quelconque, ou une 
équation transcendante de forme bizarre, il n’arriverait 
que très-accidentellement que le lieu d’une pareille équa- 
tion jouit de propriétés géométriques d’après lesquelles 
on pourrait concevoir et définir la génération de la 
courbe, indépendamment des axes arbitraires auxquels 
on les rapporte, et de la relation entre les valeurs nu- 
mériques de ses coordonnées, qui résulte de l'équation 
écrite. Une telle courbe serait encore algébrique ou 
transcendante, comme lellipse ou la cycloïde, mais ne 
devrait pas être réputée géométrique. 

210. Les courbes algébriques ne peuvent pas plus 
avoir de points saillants que de points de rupture : car, 
si lon élimine y entre l'équation d’une courbe algé- 


brique 
F(x,r7)=o, (a) 
délivrée’de radicaux et de dénominateurs , et sa dérivée 
immédiate 
ADANE Ur, 
FPE dy RENE (a) 


on obtiendra pour résultante une équation algébrique 
en x, y’, délivrée aussi de radicaux et de dénominateurs ; 
en sorte que la courbe dérivée, dont x est l’abscisse et 
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y’ lordonnée, ne pourra avoir de points de rupture; ce 
qui arriverait nécessairement s'il y avait des points sail- 
lants sur la courbe primitive. 

Il ne peut non plus y avoir sur une courbe algébrique 
de points singuliers où le rayon de courbure passe 
brusquement d’une valeur finie à une autre : car le rayon 
de courbure est une fonction algébrique des dérivées 
y,7”; et la dérivée y” est, aussi bien que y’, une fonc- 
tion algébrique de x. Il en faut dire autant de la dérivée 
7%, n étant quelconque. À 

Donc les solutions de continuité d’un ordre quelcon- 
que, que peut éprouver une fonction algébrique, résul- 
tent toujours du passage par l'infini de l’une de ses 
fonctions dérivées et des dérivées subséquentes, et ja- 
mais de ce que les fonctions dérivées, à partir d'un 
certain ordre, passent brusquement d’une valeur finie à 
une autre. 

211. Les points de rupture et les points saillants des 
courbes à équations transcendantes ne peuvent être dé- 
terminés que par une discussion spéciale, appropriée 
à la nature des fonctions transcendantes qui entrent dans 
l'équation de la courbe. C'est ainsi que l’on reconnaît, 


; 
par la nature de la fonction Le qui devient nulle ou 
infinie pour æ—o, selon que x converge vers zéro en 
passant par des valeurs positives ou négatives, que la 
branche de la courbe (1) dont les abscisses sont positi- 
ves, s'arrête brusquement au point x—o0, y— 1.Considé- 
rons la courbe qui aurait pour équation 
7, 


F — 7° 
1. + er 
la fonction y s’évanouit pour x—o, soit qu’on fasse 
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passer x par une série de valeurs positives où par une 


série de valeurs négatives; car l’expression de y devient 


oO O | 
dans les deux cas D T0: Donc la courbe passe 


par l’origine et s'étend du côté des abscisses négatives 
comme du côté des abscisses positives. En passant aux 


fonctions dérivées on a 
I 


dt I 
Er EL tint aan 
1 + raie) 

Si maintenant on pose 4—0, on trouve y/—0 ou y/—1, 
selon qu’on fait passer x par des valeurs positives ou 
négatives pour arriver à la limite zéro. L'origine des 
coordonnées est donc un point saillant de la courbe : 
la branche dont les abscisses sont positives venant tou- 
cher l'axe des x en ce point, tandis que la tangente à 
l’autre branche au même point est inclinée de 45° sur 
cet axe. On trouverait de même que l’origine est un 
point saillant de la courbe donnée par l'équation 


I 
Y=Tarc tang— ? (2) 
qui a pour dérivée 
Eu arc tan : aaER 
== — — =——— 9 
à GUs PT ER 


car, selon que x converge vers zéro en passant par des 
valeurs positives ou négatives, il vient à la limite y —{r, 
Y—=—;37. Au reste, par les raisons que nous avons in- 
diquées, la discussion de ces sortes de courbes intéresse 
peu la géométrie, et ne doit pas nous arrêter longtemps. 

212. La courbe dont y est l’ordonnée subit une #n- 
flexion, lorsque sa dérivée y’ passe par une valeur 
maximum où minimum, soit qu'il s'agisse d’un maxti- 
mum ôu minimum ordinaire, auquel le principe de 
Kepler est applicable, soit qu'il s'agisse d'un maximum 
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ou 7#éntmum singulier, correspondant à une solution 
de continuité de la fonction y’. Les règles pour la dé- 
termination des naxima et minuna des fonctions ex- 
plicites ou implicites d’une seule variable s'appliquent 
donc directement à la détermination des points d’in- 
flexion des courbes, sans qu'il soit besoin de chercher 
pour cela des procédés particuliers. Le point dinflexion 
est caractérisé ordinairement par l’équation »”—o, et 
accidentellement par l'équation y"— + æ; mais il 
peut se faire que l’une ou l’autre de ces équations soit 
satisfaite, sans que la courbe subisse d’inflexion au point 
correspondant. 

Lorsque la courbe sera donnée par une équation al- 
gébrique (a), délivrée de radicaux et de dénominateurs, 
on éliminera y entre cette équation et sa dérivée im- 
médiate (a') : l'équation résultante, déterminant impli- 
citement y’ en fonction de x, servira à déterminer les 
valeurs de + qui répondent à des maxima ou à des rni- 
nima de la fonction y', et par suite à des points d’in- 
flexion de la courbe proposée. 

Considérons la courbe représentée par l'équation 

y = ax +02, (3) 
qui, suivant que le coefficient a est supposé positif, nul ou 
négatif (d étant toujours positif), prend l’une des trois 
formes indiquées par les 9. 57, 58 et 50. On tire de 
l'équation (3) 

nn (2a+3bx) DES b'(a+Èbx) LR g66x” 

7 4(a+-bx) ? LEE (a+bx) ? # ” 64(a+bx) 

Les valeurs de x qui rendent y” un #2aximum ou un 
minimum sont données par l’équation «& + © bx —o. 
- Si a est positif, la valeur de x qu’on en tire rend 
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y' et y imaginaires. Cette valeur ne peut donc corres: 
pondre à un point d’inflexion de la courbe. 

Sia—0o,7 passe par l'infini au lieu de s’évanouir, 
pour x =0, et la courbe proposée, qui devient la pa- 
rabole de Neil [197], ne peut encore avoir de points 
d’inflexion , puisque les valeurs négatives de x rendent 

» 5 
y’ et. y imaginaires. 

Mais, si le coefficient «a est négatif, la courbe subit 

deux inflexions aux points dont la commune abscisse 
P 


4a 


L’équation (1) donne 


ESLITRES 


1 


FLI ER à BYE EM À. 
pes er = € —— —— y 
SA NME de 


8 | m 


Æ 
et la courbe transcendante que cette équation repré- 
sente a par conséquent un point d'inflexion correspon- 
dant à l’abscisse x — <. 

La recherche des points de courbure maxtmum où 
minimum se ramène, ainsi qu'on l’a vu [194], à la dé- 
termination des valeurs de x, y, qui rendent un maxi- 
mum ouùun zrininumn le rayon de courbure p , en même 
temps qu'elles satisfont à l'équation de la courbe pro- 
posée. Si cette équation est algébrique, on pourra tou- 
jours arriver par l'élimination à une autre équation algé- 
brique en x, p; et l’on n'aura plus qu’à appliquer les 
règles ordinaires à la détermination des valeurs de x qui 
rendent la fonction implicite b un 727aximum ou un 
MinuInUmM. 

213. On appelle points znultiples ceux où plusieurs 
branches de la même courbe viennent se rencontrer, soit 
qu'elles ne fassent que se couper, soit qu’elles se tou- 
chent : auquel cas 1l y à intersection en même temps 

à HA à 2/ 
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que contact, selon que le contact se trouve d'ordre pair 
ou d'ordre impair [205]. Une seule branche, en se re- 
pliant sur elle-même, peut offrir également des points 
multiples. Le point multiple est double, triple, quadru- 
plein selon que la rencontre a lieu entre deux, trois, 
quatre,. ..... branches ou portions de la même courbe; 
et alors, dans le voisinage immédiat du point multiple, 
l’ordonnée a deux, trois, quatre...,.. valeurs réelles 
correspondant à la même abscisse. 

Il est essentiel de séparer, dans la discussion des 
points singuliers, les points multiples par simple inter- 
section des points multiples par contact : vu qu’on 
détermine sans ambiguïté par une méthode générale, 
au moins pour toutes les courbes algébriques, les points 
multiples de la première catégorie; tandis qu’on ne dis- 
tingue que par tâtonnements les points multiples par 
contact, des points conjugués et des points de rebrous- 
sement, ainsi que nous l’expliquerons. 

Soit toujours 

F(x,y)=o (a) 
l’équation de la courbe que nous supposerons algébrique, 
cette équation étant délivrée de radicaux et de dénomi- 
nateurs : sa dérivée du premier ordre 


dE GE À 

di dy CA (a') 

donnera à y’ une valeur réelle et unique, toutes les fois 

dE dF 

T° dx? dx 

pour que la courbe puisse offrir un point multiple par 
simple intersection, il faut d’abord qu'on ait 


dF_  dF 
PPSIENCON Fous à (b) 


ne s’'évanouiront pas simultanément. Donc, 
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et par suite la dérivée du second ordre 


dE dE a dE dE; k 
D re ile At a 0 (a”) 
se réduira à 
d'F d’'F dE 


Y' 


a US De etes 
pour les valeurs de x, y, qui satisfont simultanément 
aux équations (a) et (b). Lorsqu'on en tirera pour y" 
deux valeurs réelles et inégales, la courbe aura un 


on (c) 


point double par simple intersection. 
Soit proposée, par exemple, l’équation 


2 


2 A 2 2 
rater ai 4 mA PE (4) 


qui représente une courbe ( fig. 60) connue sous le nom 
de lemniscate : les équations (b) et (c) deviendront 
a — 3x 

Hi) roy 0e RS 
On en conclut que l’origine des coordonnées est un point 
double où deux ares de la courbe se coupent à angles 
droits, les deux tangentes étant inclinées de 45° sur l’axe 
des abscisses. D'ailleurs les deux arcs qui se coupent s’in- 
fléchissent au point d’intersection , et par conséquent lo- 
rigine est un point de la courbe, doublement singulier ; 
car les équations en y”, x et y’”, x sont 

has "2 | a 
a (a? Tes 20), 2 (a — x") 2 

et elles donnent y”—o pour x—0, tandis que y” con- 
serve une valeur finie. 


6 


On trouverait de même que l’origine est un point dou- 
ble de la courbe (3) : les deux tangentes faisant avec 
l'axe des abscisses des angles qui ont pour tangentes tri- 
gong ae ne et—}//4. Le paramètre à est sup- 


posé positif ( fée. 57). 
24. 
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214. Cette règle peut quelquefois s'appliquer aux 
courbes transcendantes, et servir à déterminer des points 
saillants multiples. Par exemple, soit proposée la courbe 

I 2 
(y —zare rang?) — x° COS X—0 : (b) 
on trouve que les valeurs x —0,y—o satisfont aux 
équations (a) et (b), et l’on a 
des CH 2 ( arc tang — à ) 
—— —= 2 ———— EE — _— —- 
dy* ? dxdy 8x 142)? 
dE L DAME — xarctang = 
— 2 (are tang — ———) + APS ÉRROE) 
dx? Æ  I1+x (1 +2?) 
+(2°—2)cosx + 4xsinx. 
L’équation (c) devient, pour les valeurs x —0, y —0, 


2 


122, 4 T LP 
es EL per Pape 0 
et elle donne à y les quatre valeurs distinctes 
T Te T TT 
Hs -—i,—- HI, —-—1. 
2, 2 2 2 
On reconnaît ainsi que, pour la courbe (5), l’origine 
des coordonnées est un point saillant où quatre ares 
viennent se rencontrer sous des angles finis. Le point 


saillant de la courbe (2) ne pourrait pas être trouvé de 
la même manière; car, bien que y” prenne à l’origine 


deux valeurs distinctes, Ur se réduit à la constante tr, et 


ne peut s’'évanouir pour les valeurs x=—0, y —0. 
215. L’équation (c) deviendra illusoire, si l’on a à la 
fois 
dE dE dE 
Mere nie 
On prendra alors la dérivée de cette équation qui se re- 
duit à 
PF dF ŒEF dE 


ES phone +; | br ANR PEN r 
dx AD: ÿ dx°dy Ji sf à drdy7 A Te dy? Eee à UN (e) 


= Ois (d) 
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Quand celle-ci acquerra, pour les valeurs de x, y qui 
satisfont aux équations (a),(b), (d), trois racines réelles 
et inégales, la courbe proposée aura un point d’inter- 
section triple; tandis que le point n’appartiendra qu’à 
une seule branche de la courbe, comme ceux qui le pré- 
cèdent et qui le suivent immédiatement , si l'équation (e) 
n’a qu’une seule racine réelle. 

Ce dernier cas se présente pour la courbe dont l’é- 

quation est 

P—x(x— 1} —0: (6) 
on y satisfait en prenant æ—1,7—o : valeurs qui vé- 
rifient aussi les équations () et (d); mais l’équation {e) 
se réduit pour les mêmes valeurs à 

Y°—1:—=o, (7) 

et elle n’admet qu’une racine réelle. Il est d’ailleurs ma- 
nifeste, par la forme de l'équation (6), que y ne peut 
avoir qu'une seule valeur réelle pour toutes les valeurs 
de æ, et qu’ainsi la courbe ne saurait offrir de points 
multiples. 

Dans le cas où tous les coefficients de l'équation (e) 
s’évanouiraient encore , on passerait de la même manière 
à une équation du quatrième degré en y’. Si celle-ci 
avait quatre racines réelles et inégales, le point corres- 
pondant aux valeurs de x, y qui vérifient les équations 
(a) et (b), serait un point d’intersection quadruple; si 
elle n'avait que deux racines réelles et inégales, le point 
serait double ; si elle avait deux racines réelles inégales 
et deux racines réelles égales, l'existence de deux racines 
inégales accuserait encore l'existence de deux branches 
qui se coupent au point correspondant (x,7): nous 
verrons tout à l'heure les conséquences que l’on peut 
ürer de la présence des deux racines réelles égales. 
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Il est clair que rien n'empêche de poursuivre cette 
discussion indéfiniment , et qu'il en résulte une méthode 
directe pour déterminer sans ambiguïté, sur toutes les 
courbes algébriques, les points multiples par simple in- 
tersection (ou par intersection non accompagnée de 
contact ), et leur degré de multiplicité ou le nombre des 
branches qui se coupent en ces points singuliers. 

216. Lorsque l'équation en y’, à laquelle on arrive en 
appliquant la méthode précédente, est de degré pair, et 
qu’elle a toutes ses racines imaginaires , le point dont 
les coordonnées satisfont par hypothèse aux équations 
(a) et (b), est un point comugué, c'est-à-dire un point 
isolé et néanmoins associé à la courbe que l'équation (a) 
représente , en ce sens que le lieu de l'équation est donné 
par le système d’une ligne continue et d’un point isolé. 
Une ligne peut avoir plusieurs points conjugués, ou 
même en avoir une infinité, si son équation est trans- 
cendante. Une équation à deux variables peut aussi ne 
représenter qu'un point ou un système de points isolés ; 
mais ceci n'arrive que parce qu'elle équivaut à plusieurs 
équations distinctes. Telles sont les équations de la forme 

[e(z, 7) +flY(z;r) Fo, 
qui équivalent au système des deux équations 
ni) 06 VC 6e 

L'origine des coordonnées est un point conjugué de la 
courbe représentée par l'équation (3), quand on attri- 
bue au paramètre a une valeur négative. Les équations 
(b) et (c) deviennent dans ce cas 

_ 2y=0, 2ax + 3bx —0o , 7° —3bx —a—o; 
les deux premières sont vérifiées par les valeurs x2—0, 
Jo; et quand on fait dans la troisième x —0o,a<o, 
on n'en peut tirer pour y’ que des valeurs imaginaires. 
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D'ailleurs, lorsqu'on met l'équation (3) sous la forme 
7 =+xV/bx +a ; 
on voit clairement: 1° qu'elle est vérifiée par x—o, 7—0 ; 
2° que si l’on suppose & négatif et positif, l’ordonnée 
y reste imaginaire pour des valeurs de x positives ou 
négatives, tant soit peu différentes de zéro , et ne devient 


sell d Ml 
réelle que quand : surpasse —-. 
AUS (F b 


On peut remarquer que le point conjugué O (fig. 59) 
conserve en quelquesorte la trace du nœud Omn( fig. 57) 
qui a disparu par le changement de signe du paramè- 
tre a ; et l’on se rend ainsi compte, autant que le sujet 
le comporte, de la signification géométrique des points 
conjugués. 

Il est aisé de voir pourquoi l’on obtient les points 
conjugués en même temps que les points multiples. En 
effet, un point conjugué est celui où deux racines ima- 
ginaires conjuguées de l’équation {a) 

= QX + x V1, (x) 

J=RT—YxV x, (a) 
deviennent égales entre elles, et en même temps réelles, 
par l’évanouissement de la fonction Lx. On peut donc 
considérer le point conjugué comme le point d’intersec- 
tion de deux branches imaginaires de la courbe (a). Pour 
chacune de ces branches , l'équation (a') donnerait à y” 
une valeur imaginaire unique : il doit y avoir deux va- 
leurs imaginaires de y’ pour le système de valeurs dex, y 
commun aux deux branches imaginaires, ou pour les 
coordonnées réelles du point conjugué; donc il faut que 
l'équation («4° ) ne puisse plus servir à déterminer une 
valeur unique de y”, et partant que les équations (0) 
soient satisfaites pour les ‘valeurs de x, y qui corres- 
pondent au point conjugué. 
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Dans le sens algébrique, la courbe (6) a un point con- 
jugué , correspondant aux coordonnées x —1,7—0, 
et aux racines imaginaires de l’équation (7 ); mais ce 
point conjugué se trouve accidentellement coïncider avec 
un des points de la branche réelle de la courbe. Quel- 
ques auteurs expriment cette circonstance en disant que 
le point conjugué n’est plus visible, ce qui signifie qu’il 
n'a plus d'existence géométrique. 

217. On conçoit que la valeur de x qui correspond 
à un point conjugué de la courbe (a), peut aussi corres- 
pondre accidentellement à un point conjugué de la courbe 
dérivée qui a pour abscisse x et pour ordonnée courante 
y’, où même à un point conjugué de la courbe dérivée 
du second ordre, dont l’ordonnée courante est y”, et ainsi 
de suite. Par exemple, l’origine est manifestement un 
point conjugué de la courbe 

= art hr, ouy—=Er V/bx Fa; 
quand on suppose, comme ci-dessus, 0 >0, a<o : ce 
sera aussi un point conjugué de la courbe dérivée 
. _… *(56x + ba) à 
7 oV/bx+a 
et en effet, l'équation (c) se réduisant dans ce cas à y'?—o, 
n’a pas ses racines imaginaires, mais réelles et égales. 

Généralement, lorsque les coordonnées x , y d'un point 
conjugué ne correspondent pas à des racines imaginaires 
de l'équation finale en ?”, à laquelle conduit la méthode 
exposée plus haut, elles correspondent à des racines 


réelles de la même équation, doubles ou d’un degré pair 


de multiplicité. Pour le démontrer, remarquons que 
quand deux branches de la courbe, au lieu de se couper, 
se touchent au point (x,.y), les valeurs correspondantes 
de y”, qui étaient inégales dans le cas d’intersection des 
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branches, doivent devenir égales, sans cesser d’être 
réelles ; et les deux branches acquérant une tangente 
commune, on peut dire aussi qu'elles ont deux points 
communs infiniment voisins. Par la même raison, lors- 
quil correspond une valeur réelle de la tangente aux 
coordonnées du point conjugué, on peut dire que les 
branches imaginaires (x,),(«,) ont deux points réels com- 
muns, infiniment voisins, ou que ces branches se tou- 
chent; et par conséquent l’équation en y” doit acquérir 
des racines égales. Cela se voit d’ailleurs par la forme 
même des équations («,),(«,); puisque, si la valeur de 
y tirée de («,) est réelle pour l’abscisse x du point con- 
jugué, c’est que la valeur + annule, non-seulement la 
fonction dx, mais aussi sa dérivée Ÿ’x; et alors la valeur 
de y'tirée de (x,) est lamême que celle qu’on tire de («,). 
La fonction y’acquiert donc au point conjugué deux va- 
leurs égales : elle pourrait en acquérir 4, ou 6 , ou un 
nombre pair quelconque, selon le nombre des branches 
imaginaires conjuguées deux à deux, qui auraient pour 
point commun de contact le point conjugué. 

218. Nous dirons qu'il y a entre deux branches de 
courbe un contact de première espèce, lorsque les deux 
branches sont situées de part et d'autre de la tangente 
commune ( /ig. 61), et un contact de seconde espèce , 
lorsque les deux branches sont situées d’un même côté de 
la tangente ( /ig. 62.). Si les deux branches se raccordent 
au point de contact, sans se prolonger au delà, le point 
multiple par contact se change en un point de rebrous- 
sement, de première ou de seconde espèce ( fig. 63 et64), 
selon que la tangente commune tombe entre les deux 
branches qui se raccordent, ou les laisse toutes deux 
d’un même côté. La cycloïde et les développées des sec- 
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tions coniques nous ont dejà offert des exemples de re- 
broussements de première espèce. La courbe 

(y—ax ÿ 0x, ouy=ar Ebx V3, 
, « 5 CRQ \ 
éprouve à | origine un rebroussement de seconde espèce : 
car l'équation de cette courbe donne 


Le 7 an res ? be PNA a+ bV/x ; 


et quand on fait x—0, d’où y—0o, y —o, les deux 
valeurs de y” deviennent égales à la constante 24 : par 
conséquent les valeurs de y” sont de même signe pour 
les deux branches qui se raccordent, et ces deux bran- 
ches tournent leur concavité dans le même sens ( fig. 65). 

Imaginons qu'une droite se meuve dans le plan d’une 
courbe plane, en s'appuyant sur cette courbe ou en la 
touchant constamment : le point de contact peut être 
considéré comme un point en mouvement sur la droite 
mobile. Le sens de la vitesse de ce point change, ou 
le point rebrousse sur la droite mobile, quand cette 
droite touche la courbe en un point de rebroussement 
de première ou de seconde espèce : en outre, le sens 
de la rotation de la droite mobile sur le plan change, 
comme aux points d'inflexion, si le rebroussement est 
de seconde espèce. 

219. En résumé, lorsque l'équation en y” dont il a 
été question jusqu'ici, a des racines réelles égales, ces 
racines peuvent correspondre ou à des points multiples 
par contact , ou à des points de rebroussement , ou bien 
enfin à des points conjugués. Le même caractère analy- 
tique doit appartenir à ces trois sortes de points singu- 
liers : en effet l’on peut toujours représenter par(x,) , (æ,) 
deux branches de la courbe (a), branches qui sont réelles 
ou imaginaires, selon que la fonction dx est imaginaire 
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ou réelle. On désigne par ox une fonction réelle, et dans 
la cas actuel on admet que la valeur qui annule dx 
annule aussi dx. Soit € cette valeur : si, pour des va- 
leurs de + tant soit peu plus grandes ou plus petites 
que €, dx reste imaginaire , il y a un contact ordi- 
naire , de première ou de seconde espèce, entre les deux 
branches. Si dx est imaginaire pour des valeurs de x 
tant soit peu plus petites que Ë et réelle pour des valeurs 
de x tant soit peu plus grandes, ou vice vers, le point 
singulier est un point de rebroussement de première ou 
de seconde espèce ; et enfin si la valeur de 4x reste réelle 
pour les valeurs de x immédiatement supérieures et in- 
férieures à &, les deux branches sont imaginaires et le 
point singulier devient un point conjugué. Rien n’est 
plus facile que de distinguer ces trois cas, lorsque la fonc- 
tion dx est donnée explicitement par la résolution algé- 
brique de l'équation proposée : autrement il faut recou- 
rir à des essais, ou construire la courbe par points dans 
le voisinage du point singulier dont on veut recon- 
naître la nature. L'analyse dont nous avons fait usage 
réduit, autant que le sujet le comporte, les cas d’ambi- 
suité, et met en évidence la raison de cette ambiguïté, 
dans les circonstances où elle est inhérente à la question. 

220. Les points de contact ou de rebroussement de 
première espèce se distinguent encore de ceux de seconde 
espèce par un caractère remarquable; car, soient 6, »’ 
les valeurs de x et de y” qui correspondent au point de 
contact ou de rebroussement de première espèce : pour 
les valeurs de x voisines de €, y” a deux valeurs, l’une 
un peu plus grande , l’autre un peu plus petite que n’; 
et dela il est aisé de conclure que la courbe dérivée dont 
les coordonnées courantes sont x, y’, a au point (E, »'} 
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sa tangente perpendiculaire.aux x, à moins que le point 
(é,n') ne soit lui-même accidentellement un point de 
contact ou de rebroussement de première espèce, et que 
la tangente en ce point (Ë ,n’) ne se trouve parallèle aux 
æ. Donc la dérivée y” est infinie ou nulle, et ordinaire- 
ment infinie pour les valeurs de x qui correspondent à 
des points de contact ou de rebroussement de première 
espèce. Il y a sous ce rapport réciprocité entre les points 
dont il s’agit et les points d’inflexion, pour lesquels la 
dérivée y” est ordinairement nulle et peut être excep- 
tionnellement infinie. 

Le point qui correspond sur la courbe dérivée à un 
point de rebroussement de seconde espèce, peut être lui- 
même un point de rebroussement de première ou de se- 
conde espèce ; et il n’y a plus moyen d’assigner d’une 
manière générale un ordre n de dérivation tel que la 
dérivée y®) doive être nécessairement infinie ou nulle. 

221. Nous terminerons ce chapitre en indiquant les 
connexions qui existent entre les points singuliers d’une 
courbe plane et ceux de sa développée. La formule 

LG} 
p RNA) 
montre que p devient infini, ou que la courbure est 
nulle quand y” s’'évanouit, ce qui arrive en général aux 
points d’inflexion de la développante. Ainsi les normales 
à la développante aux points d’inflexion sont en géné- 
ral des asymptotes de la développée ( fig. 66). Au con- 
traire, les points d’inflexion de la développée corres- 
pondent à des points de rebroussement de seconde espèce 
sur la développante ( fig. 67 ). 

Les points singuliers de la développante où le rayon 

de courbure passe par une valeur maximum ou mint- 
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mum , correspondent en général à des rebroussements 
de première espèce sur la développée (Jig. 52 ec 53). Il 
pourra arriver exceptionnellement que ces points de la 
développante soient des points pour lesquels y” s’éva- 
nouit sans qu'il y ait inflexion; et alors les normales en 
ces points seront des asymptotes de la développée. 

Aux points où la développante éprouve des rebrous- 
sements de première espèce, >” devient ordinairement 
infini, p est nul, et la développée rencontre à angles 
droits la développante (fig. 54 et 69). Mais il peut 
aussi arriver accidentellement que y” s’évanouisse, que 
e devienne infini, ou que la perpendiculaire à la tan - 
gente commune au point de rebroussement de la déve- 
loppante soit une asymptote de la développée. 

Si la développante n'est pas une courbe algébrique, 
à ses points d'arrêt ou de rupture correspondront des 
points d'arrêt ou de rupture de la développée; les points 
saillants de la première courbe entraïneront l’existence 
de points de rupture pour la seconde. La développée 
offrira encore une rupture, ou ses coordonnées cou- 
rantes, considérées comme fonctions de l’abscisse x de 
la développante, éprouveront une solution de continuité 
du premier ordre [36], lorsque la fonction y", qui entre 
dans l’expression des valeurs de ces coordonnées, éprou- 
vera une solution de continuité du même ordre, ou lors- 
que l’ordonnée y de la développante subira une solution 
de continuité du troisième ordre; de sorte qu’en défi- 
nitive, il y aura autant de ruptures dans la développée 
que de solutions de continuité du premier, du second 
et du troisième ordre dans la fonction y qui représente 
l’ordonnée de la développante. En conséquence, la solu- 
tion de continuité du troisième ordre de la fonction quel- 
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conque y est représentée géométriquement par une so- 
lution de continuité du premier ordre dans la fonction 
qui mesure la courbure de la ligne dont y est l’ordon- 
née, ou par une rupture de la développée de cette ligne. 
Comme on peut tracer la développée de la développée, 
et ainsi à l'infini, il s'ensuit que la solution de conti- 
nuité d’un ordre quelconque peut être définie géome- 
triquement, ou qu'elle est susceptible de se manifester 
par un caractère sensible et géométrique. 

La développante de toute courbe fermée et non si- 
nueuse , telle que le cercle ou l’ellipse, est une courbe 
du genre des spirales, formée d’un double système de 
spires ( /ig. 68 ). En effet, rien n'arrête, dans un sens ni 
dans l’autre, le mouvement révolutif de la tangente à la 
développée, en vertu duquel chaque point de la tan- 
gente mobile vient à son tour s'appliquer sur la déve- 
loppée. Soit 2 le point de la développée où vient s’ap- 
pliquer, dans ce mouvement de rotation continu, le 
point de la tangente mobile qui décrit la développante 
que l’on considère : il est évident que les deux systèmes 
de spires, inversement disposés, dont se compose la dé- 
veloppante, viendront se raccorder en 77 en formant un 
rebroussement de première espèce. 

La développante d’une courbe à asymptote et sans 
inflexion, telle que la logarithmique ou une branche 
d'hyperbole, offrira un point de rebroussement de pre- 
mière espèce et un point de rupture. Soit MN (fic. 69) 
la développée, AS son asymptote, 72 le point de la dé- 
veloppée où vient s'appliquer le point de la tangente 
mobile qui décrit la développante wmv : évidemment, 
cette dernière courbe subira en 72 un rebroussement de 
première espèce. En outre, pendant que la tangente 
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mobile se déplace en roulant sur la développée dans le 
sens 2M, elle tend indéfiniment vers la position SA, 
sans jamais l’atteindre : donc il y a un point y situé sur 
AS, dont le point décrivant s'approche d'un mouve- 
ment de plus en plus ralenti, sans jamais l’atteindre, et 
qui par suite est un véritable point d'arrêt de la déve- 
loppante. - 

Ainsi, les points d'arrêt peuvent appartenir à des 
courbes dont le trace est déterminé d’après des condi- 
tions géométriques : en sorte que l'existence de ces points 
singuliers n’est pas seulement la conséquence des sin- 
gularités que peut offrir la marche d’une fonction dont 
l’origine serait purement analytique [209|. 
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CHAPITRE V. 


© 


PRINCIPES DE LA THÉORIE DES LIGNES A DOUBLE 
COURBURE. 


222. Une ligne est déterminée dans l’espace au moyen 
de deux équations entre les coordonnées x+,7,2 qui ex- 
priment les distances d’un point pris sur la ligne à trois 
plans fixes, perpendiculaires entre eux; et réciproque- 
ment, le système de deux semblables équations peut être 
représenté par une ligne tracée dans l’espace, dont x, y, z 
désigneraient les coordonnées rectangulaires. La ligne 
est encore représentée graphiquement par les deux cour- 
bes planes qui sont ses projections sur deux des plans 
coordonnés, tels que ceux des xy et des x z. Les .équa- 
tions des lignes de projection sont celles qu’on obtien- 
drait en éliminant alternativement z et y entre les 
équations 

f(æ,7,2)=0, f(x, y,z)—o. (1) 
au moyen desquelles la ligne est déterminée dans l’es- 
pace. 

On peut considérer cette ligne comme l'intersection 
de deux surfaces cylindriques qui auraient respective- 
ment pour bases les lignes de projection sur les plans 
des x y et des xz, et dont les droites génératrices se- 
raient respectivement parallèles aux axes des z et des y. 

En général, les lignes ainsi déterminées dans l’espace 
ne sont pas planes, c’est-à-dire que, non-seulement elles 
n'ont pas tous leurs points compris dans le même plan, 
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mais qu'un arc de la courbe, si petit qu'on le suppose, 


ne peut pas être appliqué sur un plan. On les nomme 
alors lignes à double courbure : cette dénomination 
sera expliquée et justifiée par ce qui doit suivre. 

En vertu des deux équations de la courbe , Une seule 
des trois variables x, y, z peut être considérée comme 
indépendante :-les deux autres, ainsi que leurs dérivées 
de tous les ordres, en sont des fonctions explicites ou 
implicites. Mais, pour l’avantage de la symétrie des for- 
mules, avantage d’autant plus précieux que les formules 
sont plus compliquées, 1l sera bon de traiter x, y, z com- 
me trois fonctions d’une même variable indépendante #. 
Afin de fixer les idées, on peut imaginer que t désigne 
le temps, et que la courbe est tracée par un point mo- 
bile dont le mouvement est défini par trois équations 
entre x,y,2,{. Si l’on forme deux combinaisons de ces 
équations prises deux à deux, et que l’on élimine 4 
entre les deux équations de chaque groupe, on aura les 
deux équations de la courbe. 

223. Concevons que l’on ait mené la corde qui joint 
deux points (x,y,2), (æHAx,y AY, z—+A2), l'un et 
l’autre pris sur la courbe : en vertu de principes connus, 
cette corde a pour longueur 

LV Az H Ay + As; 
et les équations de ses projections sur les plans des x y 
et des x3 sont 
ny 5 .(F— x), ir. . (E— x), 

E,n,C désignant les coordonnées courantes. Enfin elle 
forme avec des parallèles aux axes des x, des » et 
des z, menées par le point (x,7,2) dans le sens des 
coordonnées positives, des angles qui ont respective® 


DS à 2 
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Quand, le second point se rapproche indéfiniment 
du préMnier, la corde approche indéfiniment d’une po- 
sition déterminée, qui est celle de la tangente à la courbe 
dans l’espace : en même temps les projections du second 
point sur chaque plan coordonné se rapprochent in- 
définiment des projections du premier point, et la pro- 
jection de la corde tend à prendre une position dé- 
terminée, qui est celle de la tangente à la ligne de 
projection. Donc les tangentes aux lignes de projection 
sont les projections de la droite qui touche dans l’espace 
la ligne projetée; et cette droite tangente est déterminée 


par le système des deux équations 


d dz 
ny = (2), —e= 7 (Ex), 


lesquelles entraînent la suivante 
PONS 0e +2)" 
NE T2) 


Il est plus symétrique et par conséquent plus élégant 
de comprendre ces trois équations dans la formule 
d d 
É DR ES Mer, dx ; (2) 
Ex n—Y7 C—2 . 


laquelle se résoudra à volonté en deux équations dis- 


tinctes, d'autant de manières que l’on peut former de 
combinaisons deux à deux entre trois lettres. Les for- 
mules de cette espèce se présentent souvent dans les 
applications de l'analyse à la géométrie aux trois di- 
mensions. 

Si l’on désigne par «, 8,7 les angles que la tangente à 
la courbe forme avec les parallèles aux axes des x,7,2, 


SR ———————, COS —————— COSy=— Feux 
LV dx +dy +d7 LV dx +dy +dx L'd2"+ 
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dans le sens des coordonnées positives, on a aussi 


Æ dx E dy + 


ou bien, à cause de COS a + cos'f + cos y, 
x Ni) 9ur 


(McOsa CosB cosy 


= EL dx +dy +de . 


On entend par la longueur de l'arc d’une ligne à 
double courbure, la limite dont s'approche indéfiniment 
la longueur d’une portion de polygone gauche , inscrite 
à l'arc et terminée à ses deux extrémités, quand le nom- 
bre des côtés augmente sans cesse et que chaque côté 
décroît indéfiniment. D’après cette définition, si s dé- 
signe la longueur de l'arc d’une ligne à double cour- 
bure, mesurée à partir d’un point pris arbitrairement sur 
la ligne, on a 

ds=ÆEV/dx"+dy +de, (a) 
selon que Parc croît ou décroît, et que la différentielle 
ds est positive ou négative. Ainsi l’on peut écrire 


dx dy dz 
=, cosi——+ OSy—+ZS : 
Pres ds ? F Re RE: ds 


Nous regardons l’équation (a) comme la définition 
analytique de la grandeur s, conformément à la remar- 
que déjà faite [1794]. On y parviendrait aussi, en ima- 
ginant que la portion de surface cylindrique qui contient 
l'arc s et sa projection w sur le plan xy, s'étale sur le 
plan mené par la tangente à l'une des extrémités de 
l'arc s et par la tangente à l'extrémité correspondante 
de l’arc u. Dans cette opération l'arc s devient, sans 
changer de longueur, un arc de courbe plane; Pare w 
devient, aussi sans changer de longueur, une portion 
de ligne droite; et l’on a, d’après ce qui a été établi pour 


25, 


dy+ds 


) 
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les courbes planes, 

du” = dx* + dy”, ds’ —du + dé, 

d’où , 
ds” — dx" + dy” + dx’ . 

224. On entend par plan tangent à une ligne dans 
l’espace, tout plan qui contient la tangente à cette Ligne : 
ainsi, la ligne a en chaque point une infinité de plans 
tangents. 

Il y a aussi, en chaque point, une infinité de r0r- 
males à la courbe ou de droites perpendiculaires à la 
tangente; le plan qui les comprend toutes est le plan 
normal à la courbe en ce même point. Si l’on désigne 
par £,n,C les coordonnées courantes du plan normal au 
point (x,y,2), Son équation est, selon les principes de 
la géométrie analytique, et en vertu des équations (2), 

(E—x)de+(n—7y)dy+(—z)dz=0.  (b) 

La différentiation des équations (1) donne 

Ldr+ ay+ T'as, À de +R + do : 


sh 
d'où l’on tire, au moyen des équations (2) et (3), 


A GT Lea , 


(4) 
DE à 
af à AMALT 
PE cs MEN Tr 2A NE Le & 
dt ste df ses df d 
608 Fi une SO EME 


Soit, pour abréger, 
df df  df. df 


——— — "ee nd de TI 
as 


dy ‘dz dz dy 
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0 —— mm 


dx dy dy dx 
les équations (5) donneront 


COS a: __COSf. cosy Dé, 2e 
Le à MoiusNes LLEMEN 
Les équations de la tangente seront aussi, en vertu des 
équations (4), 
HORDE Men. Pen 
Ettiog M: 4e aN 

et celle du plan normal deviendra 

L(Ë—x)+M(n—y)+N(i—z)—=0. 

225. Concevons qu’à partir du point (x, y, z), indi- 
qué par la lettre »2 (fig. 70), on prenne sur la courbe 
une suite de points 72,, M,, Ma,....., très-rapprochés 
les uns des autres, et qu’on les joigne par des cordes, 
de manière à former un polygone gauche, dont le péri- 
mètre approche d'autant plus de se confondre avec la 


courbe, que les sommets sont plus rapprochés. Deux 
côtés consécutifs mm,,m,m, déterminent un plan qui 
se déplace un peu dans l’espace, en continuant de pas- 
ser par le point #7, quand les points »2,, mn, se rappro- 
chent de plus en plus de 77, et qui se déplace d’au- 
tant moins (sauf les cas de solntion de continuité) que 
les points 72, m,, m, sont déjà plus rapprochés. Ce 
plan tend en général vers une position déterminée 
que le calcul assignera, quand on établira l'équation du 
plan en traitant les distances »2m,, m,m, comme des 
quantités infiniment petites. On dit alors que le plan à 
été assujetti à passer par trois points infiniment voisins; 
et à moins que la courbe n'éprouve au point 7 une so- 
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lution de continuité du second ou du troisième ordre, 
il est indifférent de prendre les points »2,, m2, tous deux 
en decà ou tous deux au delà, ou l’un en decà et l’autre 
au delà du point 7». 

Nous entendons par solutions de continuité de la 
courbe les solutions de continuité des coordonnées 
æ, ÿ, 2, Considérées comme fonctions d’une variable 
indépendante {, quand d’ailleurs ces solutions de con- 
tinuité ne dépendent point de la direction arbitraire 
des axes coordonnés. 

Le plan qui passe par deux points infiniment voisins 
mn, M,, passe par la tangente, ou se trouve compris parmi 
les plans tangents à la courbe au point #7. Le plan qui 
passe par trois points infiniment voisins 72, 7n,, M,, S'ap- 
pelle le plan osculateur de la courbe au point 2, par 
analogie avec le cercle osculateur d’une courbe plane, 
que l’on peut considérer comme déterminé par la con- 
dition d’avoir avec la courbe trois points communs, in- 
finiment voisins [204]. 

Soit À un plan quelconque méné par le point 72, et 
/#, Un point de la courbe, distant de »# d’une quantité 
très-petite du premier ordre [45]: la distance de #2, au 
plan A est en général une quantité de même ordre que 
la corde 72 m,, ou une quantité très-petite du premier 
ordre. Soit B un plan tangent à la courbe #1n, : la dis- 
tance de 72, au plan B est une quantité très-petite du 
second ordre. Enfin désignons par C le plan osculateur 
en /?2 : la distance de 7», au plan C devient une quan- 
tité très-petite du troisième ordre. Donc à fortiori on 
peut toujours prendre le point 77, assez voisin de 72 pour 
qu'il se trouve plus rapproché d’un plan tangent quel- 
conque que d'un autre plan quelconque, et plus rap- 
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proché du plan osculateur que de tout autre plan tan- 
gent. Pour abréger, nous omettons la démonstration 
rigoureuse de ces diverses propositions, qui résulterait 
de calculs analogues à ceux des n° 203 et suivants, 
et qui ne nous sera pas nécessaire dans ce qui doit suivre. 
226. Si l’on désigne par €, n, € les coordonnées 
courantes du plan osculateur au point (x, 7,2), son 
équation sera de la forme 
X(Ëi—z)+Y(n—7)+2Z(t—z)=0, (c) 
X, Y,Z désignant des coefficients inconnus qu'il s'agit 
de déterminer. Cette équation doit subsister quand on 
y remplace x, y, 3 par x dx, y4dy, z24dz, et 
ainsi l’on a 
Xdx + Ydy + Zdz = ; (c’) 
enfin ces deux équations doivent encore subsister quand 
on y remplace à la fois 
Lo To Sr CRUE 
par 
x+-dx, y+-dy, 3+4-dz ; dx+d'x, dy4+ dy, dz+d’'2, 
ce qui donne 
Xd’'x + Yd’y + Zd°z —=0o. (e”) 
Lorsque l’on combine ces trois équations de manière à 
éliminer deux des trois inconnues X, Y, Z, la troisième 
s'en va en même temps, et il reste pour l'équation du 
plan osculateur 
(dyd’3 — dzd'y) (—x) + (dxd'x — dxd'z) (n—y} 
+ (dady = dde) (9 —0; 
mais, afin d’abréger l'écriture, on peut conserver léqua- 
tion du plan osculateur sous la forme (c), en posant les 
équations auxiliaires 
X=—dyd'z2-—dzd'y, Y=dzd'xdxd'z, 1=dxd'y-dydx(y) 


227. Nous avons trouvé pour l’équation du plan nor- 
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mal au point (x, y, 2). 
(Ex) dx + (n—7y) dy + (&—z) dz — 0. (8) 

Si l’on veut avoir l'équation du plan normal mené par 
un point infiniment voisin, il faut ajouter au premier 
membre de l’équation précédente sa différentielle par 
rapport à toutes les variables. Pour les points situés sur 
la droite d’intersection des deux plans normaux infini- 
ment voisins, on a donc, outre l'équation précédente, 
celle qui s’en déduit par la différentiation, savoir 
(EN dx + (ny) y (2) dz—(dx" +-dy +d) —0, 
cu 

E—x)d'x+(n—y)d'y+(K—2)d'2— ds" — 0. (8") 
Cette ligne d’intersection des deux plans normaux pé- 
nètre le plan osculateur en un point (£,n, €), dont les 
coordonnées doivent satisfaire aux trois équations (0), 
(8), (c). Ce point est le centre d’un cercle qui passe par 
trois points de la courbe infiniment voisins, ou le centre 
du cercle osculateur. En effet, puisque, dans la déter- 
mination géométrique du cercle osculateur d’une courbe 
plane n’entrent que deux éléments consécutifs et in- 
finiment petits de la courbe, et que deux éléments 
consécutifs d’une courbe quelconque sont compris dans 
un même plan, ou plutôt déterminent ce plan, qui est 
le plan osculateur, la construction du cercle osculateur 
s'adapte aux courbes quelconques, comme aux courbes 
planes. Si l’on pose 

Pre) eh (ne) gs) 

le rayon 9 du cercle osculateur fera avec les parallèles 
aux axes des x, », z, des anglesA,u,v, donnés par les 
équations 


Ep cos = Ex, Epcosu—n—y, Lpcosv—t—2. 


CE — 
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La courbure de la ligne, dans son plan osculateur, à 
pour mesure À ; et l'angle de contingence dr [193] est 
hé à p par l'équation | 
I dr 
= (à) 
228. Les équations (b), (4), (c) donnent immédiate- 
ment par l'élimination des binômes E— x, n—7y, 
" ds (Kdy—Ydx) 
Xe dd} AN (dada —drd'e)+Hdxdy—dyd® 
__ ds"(Xdy —Y dx) 
= EVE Z 
et l’on en déduit par le simple échange des lettres, 
ds (Zdx — Xdz) 
PROD EENRE ZA 
ds (Ndz—Zdy). 
NAN EE Zi 


? 
E—r— 
puis il vient 


SITE EVE) ads dy +74), 


MER X'+Y +7 
ou bien, en vertu de l'équation (c’), 
ds? 
Pi  —. F (p;) + 
L'X + +2 


Par un calcul analogue à celui du n° 196, on trouve 
KEY +2 —ds (dx + d'y + d'a — ds), 
et 
XV +27 — ds (Ca) + (420 + (42 : ; 
ce qui permet de donner à l'expression du rayon de cour- 
bure les deux formes 
ds° 


D dx + dy +de — ds? 


{p,) 
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NE EEE NÉS 
ve dæ 2 dy 2 ë dz 2 
(a. +) A4 (a. D) fé (4. ds 

On trouverait encore directement 


Xdy—Ydx—d&a(dx + dy") — dz(dxd'x + dyd”y) 
— d3 (ds — dz°)— dz(dsd?s — dzd'z) 


ps) 


d 
— d’zds" — dzdsds = ds d. a 
ds 
et par suite 
dx dy dz 
: ie 4 ds ‘r ds ds . 4 d ds 
a PA TR 7 
Donc 
dE 2 Ÿ 7h LE 
s ds ds 
COSÀ — + p Ts » COS EP , COSY— Ho mi 


Enfin la formule (d) donne pour la valeur de l’angle 


de contingence &, 


LE dy\° de 
On obtient directement cette dernière formule, et 


par suite la formule (0,) à l’aide d’un calcul fort simple. 


Soient 
COS 4, COSB, cosy; 


COS a + Acosa, cos B+ AcosB, cosy + Acosy, 
les cosinus des angles que forment respectivement avec 
les axes des x, y, 3, des droites menées par l’origine 
parallèlement aux tangentes de la courbe aux points 
(æ,7,2),(x+Ax,y+Ay, 2444), 

et désignons par + l’angle fini compris entre ces deux 
droites : on aura, par les formules connues de la geomé- 
trie analytique, 
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cosr—cosa(cosaAcosa)+cosf(cosg+Acosf)+cosy(cosy+-Acos}), 
1 —Ccos’a+-cos”"B+-cos"Y , 
I —(cosa+Acosz)"+(cos8+Acos8)"+(cosy+Acos,) : 
d’où l’on tire 
a(1—cost)—cos"x—2cosa(cosx-+Acosx)+(cosa+Acosx) 
+-cos’B—2cosf(cosB+AcosB)+(cos6+-Acosf)" 
—-cos”"y—2cosy(cosy+Acosy)+(cosy+Acosy), 
ou bien 


(2sin 5) —( A cos « } + (A cos 6 } + (Acos y) 


PAT dy? ( ds”. 
—(a%) + (42) dre AT) 


Maintenant, si l'angle + devient infiniment petit, ce 
que nous exprimons en remplaçant 7 par dr, 1l faudra 
remplacer dans l’équation précédente A par d; et comme 
le sinus d’un arc infiniment petit se confond avec Parc, 
on retombera sur la formule (+). 

229. Admettons, ce qui est toujours permis, que le 
plan osculateur devienne parallèle à celui des xy: on 
auraldée=0ovd 0 d'ou Xe 0,"Y 0, 

(dx° + dy'} 
RTE , 

mais ceci est l'expression du rayon de courbure de la | 
projection de la courbe sur le plan xy [196]; et l’on trou- 
verait aussi pour Ë—x,n—7 des valeurs qui sac- 
cordent avec celles des coordonnées du centre de cour- 
bure d'une courbe plane ; d’où il faut conclure que le 
rayon de courbure d’une ligne quelconque tracée dans 
l’espace, se confond en grandeur et en direction avec le 
rayon de courbure de la projection de cette courbe sur 
le plan osculateur. 

230. Désignons par \, w', v les angles que fait la 
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normale au plan osculateur avec des parallèles aux axes 


des x, des y et des z : nous aurons 


Z 
Dee tra cos er 3 COSV = — 
L'X +47 V'X'+Y" +72" L'X' +" 


Désignons aussi par dû l'angle infiniment petit que for- 


cos == 


ment entre elles les normales aux deux plans osculateurs 
infiniment voisins, dont l’un se rapporte au point (x, y, 2) 
et l’autre au point (x + dx,y + dy, 3 + dz): on aura, 
d’après ce qui vient d’être démontré, 


d8—(d. cos") + (d. cos u') + (d.cos v’) 


=(à =) (a Le Y + (a Li a 
VX +2: ch nues) RS) 
EX ZX NE AT) ARE NZ TZ) 


(X+Y +2) 
_ (XAY—YaX)+(ZdX—Xd2)}+(YdZ—ZadY} 
NET (X2+Y° +72) 


On trouve d’ailleurs 
dX=—dydz—didy, dY—dzdx—dxdz, di—dxdy-—dydx , 
XaVe-VAR dE ZAX EX d'HNAL TI) 
dz F1 dy PA USE 
— du dxdy — dydx) + dy(dzdx — d'xdz) + dax(dyd3z — d'zdy) 4 


PRE 


et par suite 
dB _d{dxdy—dydx) + dy(dzdx— d'xd'z) + dx(d'ydz— d'z&y) 
ds (dy z—dzd’y) +(dzdx—dxdz) + (dxd'y—dydx) 


D nee mc 2. 


Or, de même que l'expression 
dr I 
Enr EU, 
ds e 
où dr désigne l'angle de contingence formé par deux 


| 
Ÿ 


tangentes infiniment voisines, mesure la courbure de la 
ligne dans son plan osculateur, ou sa première courbure, 
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de même lexpression 
do 
0 
ds 


dans laquelle 46 désigne l’angle de flexion formé par 
deux plans osculateurs consécutifs, mesurera la seconde 
courbure de la ligne ; ce qui justifie la dénomination de 
lignes à double courbure, donnée aux lignes qui ne 
sont pas planes. , 

Pour concevoir la rectification d’une ligne à double 
courbure, on peut imaginer que le premier plan oscula- 
teur se rabat sur le second , que ces deux-c1 se rabattent 
sur le troisième, et ainsi de suite, de manière à trans- 
former la ligne en courbe plane; puis, que la première 
tangente se rabat sur la seconde, ces deux-c1 sur la troi- 
sième, et ainsi de suite, de manière à transformer la 
courbe plane en ligne droite; sans que la longueur des 
éléments dela courbe primitive ait été altérée dans cette 
double opération. 

Donc, par une opération en sens inverse ou par deux 
flexions consécutives, on passerait de la ligne droite à une 
courbe tracée dans l’espace d’une manière quelconque. 

On voit que l'expression de la seconde courbure dé- 
pend des différentielles du troisième ordre des coordon- 
nées æ,y, 2; tandis que celle de la première courbure 
dépend seulement des différentielles du premier et du 
second ordre. 

231. La seconde flexion s’évanouit et change de signe 
en général , quand on a 

da dxdy— dydx)+dy(dzdsx — dxdz) 
+ de(dydz— Pzdy) — 0 : (e) 
on dit alors que la ligne éprouve une #nflexion simple. 
Si cette équation de condition se trouve satisfaite pour 
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toutes les valeurs de æ, y, z, la courbe est plane. 

Quand on prend la coordonnée x pour variable in- 
dépendante, l’équation (e) se ramène à la forme très- 
simple 

ie AIN PRE Ron — 0 . 
D’après les équations (d) et (p;), la première flexion 
s'évanouit lorsqu'on a à la fois 
PL PERS 
Coms à) Y—0o Z OM OU 
Ê Ô ? dt y OUR CP) 

Ces équations de condition se réduisent à y'—0,z'—o, 
DT . . , , 
si l’on prend x pour variable indépendante. Il est évident 
d’après cela que, quand les équations ( f ) sont satisfaites, 
l'équation (e) l'est pareillement; mais il n’en faut pas 
conclure avec quelques auteurs que l’inflexion dans la 
première courbure, caractérisée par les équations ( f), 
entraîne nécessairement l'existence d’une #r7f{exion dou- 


ble. I] en résulte seulement que l’expression de es don- 
née ci-dessus, se présentera sous la forme ?; et afin d’en 
déterminer plus commodément la vraie valeur, prenons 
x pour variable indépendante : nous aurons 

D nat EL TE ONE AE 

de dam ne LA AE 
Les deux termes de cette fraction s’évanouissent pour 
J"=0, z"— 0, et il en serait de même de leurs déri- 
vées du premier ordre par rapport à la variable indépen- 
dante x; mais si l’on passe aux dérivées du second or- 
dre , il viendra 

dé Pa — 3 

valeur qui ne pourrait devenir indéterminée que si l’on 
avait à la fois y"” 
férente de zéro. 


— 0,23 —0o, et qui est en général dif- 
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La même chose se voit par une figure; car soient 
nn, M, M, M, (fig. 70 ) quatre sommets consécutifs du 
polygone gauche, à côtés infiniment petits, que l’on subs- 
titue à la ligne à double courbure : on peut regarder le 
plan qui passe par les points ,72, 7, m,, comme le plan 
osculateur en 72, et celui qui passe par les points 72, m,, 
m,, comme le plan osculateur en #2, [225]. Ces deux 
plans se coupent suivantune droite #20. Maintenant rien 
n'empêche que , sans changer l'inclinaison des deux plans, 
et en déplaçant seulement leur ligne d’intersection, on 
amène le côté zx, dans le prolongement du côté ,rm ; 
ce qui fait évanouir l'angle de contingence en mn, tout 
en conservant à l’angle de seconde flexion sa valeur. 

Mais quand les équations ( / } sont satisfaites pour 
toutes les valeurs de x, y, z, la ligne est droite, et par 
conséquent l'angle de seconde flexion s’évanouit aussi 
bien que l'angle de contingence. 

232. Une courbe tracée dans l’espace peut être con- 
sidérée comme l'enveloppe de toutes ses tangentes | 189], 
ou de toutes les droites avec lesquelles sa tangente vient 
successivement coïincider, en se déplaçant dans l’espace 
d’après une loi donnée par la forme de la courbe. Mais 
la réciproque n’est pas vraie ; et une droite qui se meut 
arbitrairement dans l’espace peut ne pas avoir, et n’a 
pas en général de ligne enveloppe qu’elle vienne succes- 
sivement toucher en divers points, dans ses différentes 
positions. Soient, pour plus de généralité, 

Fist onaftnns és gd; (œ) 
les équations d’une ligne quelconque, équations dans 
lesquelles £, n, Ÿ désignent les coordonnées courantes, et 
« un paramètre arbitraire dont la variation continue dé- 
termine les changements continus que la ligne peut 
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éprouver dans sa forme et dans sa position : les équa- 
tions de la ligne enveloppe, si elle existe, sont données 
en £,n, 6 par l'élimination de « entre les deux équations 
précédentes et leurs dérivées par rapport à «, 

d faux Hé | 

mere (a) 
Mais on aurait ainsi plus d'équations qu’il n’en faut pour 
déterminer les deux équations de l'enveloppe cherchée ; 
à moins que la valeur de « enË,n, €, tirée des premiè- 
res équations (x), (x), ne fût égale, pour toutes les va- 
leurs des coordonnées, à celle qu’on obtiendrait en éli- 
minant « entre les deux dernières équations des mêmes 
groupes. 

Appliquons ceci aux droites d'intersection de deux 
plans infiniment voisins, normaux à une courbe don- 
née : ces droites sont évidemment perpendiculaires aux 
plans osculateurs correspondants; et l’angle qu’elles for- 
ment entre elles, quand elles deviennent infiniment voi- 
sines , est précisément celui que nous avons désigné ci- 
dessus par di. Nous avons trouvé [227], pour les équa- 
tions enË,n,6C, de celie de ces droites qui correspond 
au point (x,9,2), 

(Ex )de + (n—7)dy (tr 2) dz= 0, (6) 
(é—x)da+(n—y) dy 4 (K—z) dr ds—0o.,.11() 

La variable indépendante f, dont on conçoit que x, y, 
z sont fonctions [222], tient lieu du paramètre variable 
que nous désignions tout à l'heure par à; ou, ce qui re- 
vient au même, on peut supposer que « varie avec é. Or, 
nous remarquerons que l'équation (4”) a déjà été déduite 
de l'équation (b) par une différentiation relative à +, y, z, 
considérés commé fonctions de #. Donc, si l'on diffe- 
rentie de nouveau par rapport à # les équations (Ÿ ) et 
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(4), on n’introduira qu’une équation nouvelle, savoir : 
(Ex) Brt+(n—y)dy+(é—2)dz 
— 3(dxdx+ dy y+dzd 2) —0 ; (b”) 
et par conséquent nous tombons dans le cas exceptionnel 
de l'existence d’une enveloppe. Doncil existe une courbe 
qui a pour tangentes les normales aux plans osculateurs 
de la première courbe , chacune de ces normales étant 
l'intersection de deux plans normaux consécutifs. Selon 
la remarque de Fourier, l’angle de contingence ou de 
première flexion, sur la seconde courbe, est égal à l’an- 
gle de seconde flexion, au point correspondant sur la 
première courbe; et réciproquement l’angle de contin- 
gence de la première courbe est égal à l'angle de se- 
conde flexion au point correspondant de la seconde 
courbe. Pour établir la réciproque, qui seule a besoin 
de preuve, nous remarquerons que les tangentes de la 
première courbe comprennent des angles égaux à ceux 
que forment les plans normaux, et que le plan normal 
de la première courbe est le plan osculateur de la se- 
conde. En effet, l'équation (b) est celle du plan normal : 
et en vertu des équations (0'), (b”), cette équation sub- 
siste quand on y remplace x, y, z par æ+-dx, y dy, 
z— dz, puis par x + 2dx + dx, y + ady + dy, 
z+ 2dz—+d'z; de sorte qu'il comprend trois points in- 
finiment voisins pris sur la courbe dont les coordonnées 
courantes sont £,n,C. 

233. Quand on désigne par Ë, n, € les coordonnées du 
centre de courbure, on a, pour déterminer ces trois 
coordonnées [227], les équations (), (d'), et en outre l'é- 
quation du plan osculateur | 

X(E—z)+Y(n—y)+Z(E—z)— 0. (c) 
Si donc l’on conçoit que les coordonnées x, y, z et leurs 
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différentielles des deux premiers ordres aient été expri- 
mées en fonction d’une variable indépendante £, iln’y aura 
plus qu'à éliminer £ entre ces trois équations pour avoir 
deux équations en, n, € seulement, qui seront celles de la 
ligne sur laquelle se trouvent tous les centres de cour- 
bure de la courbe proposée. 

Puisque £, n, € sont des fonctions de {, nous pou- 
vons différentier l'équation (b) en faisant tout varier, et 
ainsi il viendra, à cause de l’équation (4”), 

» dédx + dndy + dédz = 0 : (g) 
d’où il suit que la tangente à la nouvelle courbe, menée 
par le point (£,n, €), est perpendiculaire à la tangente 
menée à la courbe proposée, au point (x,7, 3), et com- 
prise dans son plan normal. 

De même l'équation 

mont 20 ans Qi loue à en Là à 
quand on y fait tout varier, et qu’on a égard à l’équa- 
tion (6), donne 

(E—z)dé+(n—7)dnt+(t—z)d=ed , 
d'où l’on tire, en posant d£"+dn"+dê—do?, 

JR nr mL, À, 

ER dir pa qe TG TGS gps 
Le second membre de cette dernière équation exprime 
le cosinus de l’angle que le rayon de courbure b forme 
avéc la tangente à la courbe qui est le lieu des centres 
de courbure de la proposée. Quand la proposée est plane, 
cet angle s’évanouit, et l’on a do — + do. De ce résul- 
tat, comparé à l’équation (2), on conclut que le lieu des 
centres de courbure est en même temps la développée de 
la courbe proposée. 

Pour montrer qu'il n’en est plus de même quand la 
proposée cesse d’être plane, ou que la direction du rayon 
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de courbure ne se confond plus avec celle de la tan- 
gente à la ligne des centres de courbure, il suffit de 
prouver que le système des rayons de courbure n’a pas 
d’enveloppe, ou qu'on ne peut pas tracer dans l’espace 
une ligne que tous ces rayons viennent toucher. 

A cet effet, remarquons que la direction de la droite p 
est donnée par l'intersection du plan normal et du plan 
osculateur; qu’ainsi les deux équations de cette droite 
en Ë,n,Q sont 

(E—x)dr+(n—r)dr+(t—-z)}dz=0, (2 
Rire nm) rire} 0e (o) 
Pour avoir l'équation de l'enveloppe des droites p, si 
elle existe, 1l faut joindre à ces équations leurs dérivées 
par rapport à la variable indépendante #. On obtient 
ainsi, en ayant égard à l’équation (c’), 
(E—x)dat(n—r)dyr+(—z)dz— dé —0o ,(b) 
(é—x)dX+(n—7)dY +(i—z)d2=0o. (c) 
Or, des quatre équations (D), (ce), (4) et (c’,) on déduit, 
par l'élimination des binômes Ë—x, n—y, (—z, une 
équation de condition à laquelle doivent satisfaire les 
coordonnées x,7, z et leurs différentielles, pour que 
les droites 9 puissent avoir une enveloppe. Par exemple, 
les équations (0), (c), (b’) donnent les valeurs de 
Ex, n—7,(—2, déjà écrites au n° 298, et ces va- 
leurs, substituées dans l'équation (c',), la rendent iden- 
tique avec l'équation (e), laquelle exprime, comme on 
la vu, que la proposée est une courbe plane, quand 
elle est vérifiée pour toutes les valeurs de x, y, 2. 

On arriverait au même résultat, mais moins simple- 
ment, en exprimant que le second membre de (2,) doit 
se réduire à l'unité pour toutes les valeurs de x, y, z. 

De ce que la ligne des centres de courbure n’est plus 
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une développée quand la courbe proposée cesse d’être 
plane, il ne faudrait pas conclure que les lignes à double 
courbure ne peuvent avoir de développées : mais comme 
la construction des développées, pour les lignes à double 
courbure, se rattache à la théorie des surfaces courbes, 
nous n’en traiterons que plus loin. 

234. Appliquons les formules données dans ce cha- 
pitre à la ligne désignée sous le nom d’hélice, qui est 
tracée sur la surface d'un cylindre droit à base circu- 
laire, de manière que la tangente à la courbe forme 
un angle constant avec les génératrices du cylindre, ou 
(ce qui revient au même) de manière que la courbe 
se change en ligne droite par le développement de la 
surface cylindriqüe sur un plan. Soient R le rayon du cy- 
lindre dont nous supposerons que l’axe se confond avec 
celui des z; © l’angle compris entre le plan des x et 
celui des plans menés par l’axe dans lequel se trouve le 
point (x, y,2) de la courbe; a la tangente trigonomé- 
trique de l’angle constant formé par la tangente à la 
courbe avec la génératrice du cylindre : la définition de 
l’hélice donnera immédiatement 

z—=kR cos?,y—Rsme,z— ak; (A) 
du moins en admettant qu’on a fait passer laxe des x 
par le point où l’hélice pénètre le plan xy. 

On en conclut, pour les équations en coordonnées rec- 
tangulaires des projections de la courbe sur les plans 
des x et des y, 


2 Poz a 
z—kRcos—,y=R sin) (2,) 


quant à l'équation de la projection de la courbe sur le 
plan xy, elle se confond évidemment avec celle de la: 
trace du cylindre 
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+ y =. (,) 
On aurait encore l’équation 


“2 à‘ 
pe — tang RE (2) 


qui est celle de la surface engendrée par une droite qui 
se mouvrait en restant parallèle au plan æy, de ma- 
nière à s'appuyer constamment sur l’hélice et sur l’axe 
du cylindre. 

Il est bon de remarquer que le système des équations 
(,) ne représente qu’une seule hélice, savoir celle qui 
est définie au moyen de Pangle © par les équations (2); 
tandis que le système des équations (,), (2), ou celui 
qui serait formé de la combinaison de l’équation (2,) 
avec l’une des équations (L,), sont propres à représenter 
en outre l’hélice qu’on obtiendrait en renplaçant, dans 
les équations (2), par ro. Cette superfétation qui a 
lieu pour certains systèmes de projections et non pour 
d’autres, est analogue à celle que nous avons signalée à 
propos de la cycloïde [176]. | 

On trouve pour les équations de la tangente 
ue MU 4 a 
sing  Cos® a 


2 


et pour celle du plan normal 
(E—r)sing—(n—77)cos? —a(t—z)—0o. 

On en conclut que le plan normal forme un angle cons- 
tant avec celui des xy, ce qui ressort d’ailleurs de la 
définition de la courbe. 

Les coordonnées £, n du point où la tangente à l’hé- 
lice au point (x, y, z) pénètre le plan xy, sont données 
par les équations 


À LB , z 
— x == sin 9 — Ro sin —Y———C0$ 9 — — Ro cos 
7 ? ? EU env £ à p (y) ® ; 
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d’où l’on tire 

(Eee) +(n—r sep 
Soient An B A (fig. 71) l'intersection du cylindre et du 
plan æy; A le point où l’hélice pénètre ce plan; m4 la 
projection de la tangente à l’hélice au point qui se pro- 
jetté en m sur le plan x y; u le point où cette tangente 
pénètre le plan : la droite »#y. touchera le cercle en 77 ; 
et il résulte de l'équation précédente que la portion de 
droite 72 4 a la même longueur que l'arc A7n. Donc, si 
la tangente à l’hélice se meut en touchant constamment 
cette courbe, le point w où elle pénètre le plan xy de- 
crit sur ce plan une développante du cercle donné par 
l'intersection du cylindre et du plan : et la développante 
a son rebroussement [a2i] au point où le plan est pe | 
nétré par l’hélice. 

235. On a, en prenant l’angle © pour variable indé- 
pendante, ce qui est conforme à la nature de la courbe, 
dx ——R sin pd? , dy =R cosodo, dz= a Rd ; 

dx——Rcoseds®, dy—=—Rsined®, Pz—0 ; 
: Bx=Rsineds, dy—=—R cos »dp°, dz— 0. 
Désignons de plus par £ l’angle constant dont la tan- 
sente est & : il viendra 


dois oO 


as : 
cos à 


au moyen de quoi la formule (+:) donnera pour la me- 
sure de la première courbure 

1, COS"Z 

eau R € 
et l’on aura aussi pour la mesure de la seconde courbure, 


d'après les formules du n° 230, 


dû sin Z COS 


HU TVR 
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L’équation du plan osculateur devient 
tang é[(Ë—x)sinp—(n—7y)cosp] +i—2z—=o, 
ou plus simplement, en vertu des équations (), 
(— z—a(ncosp—£6sin®); 
et l’on reconnaît qu'il a une inclinaison constante sur 
celui des æy. 
On a pour les coordonnées £ ,1,6 du centre de cour- 
bure 
E——a"Rcosp,n——@Rsins, C—aRp, (1) 
valeurs tout à fait analogues à celles de x, y, z en fonc- 
tion de ®, et qui montrent que la ligne des centres de 
courbure est une seconde hélice, tracée sur un cylindre 
qui a aussi pour axe l’axe des z et dont le rayon est a’R, 
D'ailleurs cette ligne se trouve, comme la première hé- 
lice, sur la surface définie par l'équation (4,);et comme 
les équations (2), (n) donnent les mêmes valeurs pour 
z et pour €, ils’ensuit que les deux hélices ont le même 
pas, ou que les variables z, € reçoivent le même accrois- 
sement quand l'arc o augmente d’une circonférence. 
Il résulte encore de la comparaison des équations 
(2), (a) que le rayon de courbure p est dirigé suivant le 
rayon du cylindre (2) ou suivant la droite mobile qui 
décrit la surface (2,); et par conséquent qu’il coupe à 
angle droit l’axe de lhélice. Comme on a de plus 
do— Rs 49) P=—const 


on conclut en outre de la formule (g,) que le rayon o | 
coupe à angle droit la tangente à la ligne des centres de 
courbure. Au surplus, ceci résulte sans calcul de ce que 
p est dirigé suivant le rayon du cylindre sur lequel est 
placée la seconde hélice, lieu des centres de courbure. 
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Enfin, dans le cas actuel, la ligne des centres de 
courbure se confond avec l'enveloppe des droites d’in- 
tersection des plans normaux consécutifs, ou avec la 
ligne dont la seconde flexion est égale à la première 
flexion de la courbe proposée, et réciproquement. 
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DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES COURBES. 


ones 


236. Nous passons aux applications du calcul différen- 
tiel à la théorie des surfaces : applications importantes, 
même au point de vue de la pratique, dont le dévelop- 
pement appartient surtout à Monge et aux élèves de son 
école, et dans lesquelles consistent les perfectionnements 
les plus essentiels apportés à la science de l’étendue , de- 
puis les anciens. l 

Étant donnée l’équation d’une surface rapportée aux 
coordonnées rectilignes x, y, z, que ( pour plus de sim- 
plicité ) nous supposons rectangulaires, deux des varia- 
bles , telles que x, y, peuvent être réputées indépen- 
dantes ; et la troisième variable z, fonction des deux 
premières, admet deux dérivées partielles du premier 
ordre p, q, en sorte qu’on a pour l’expression de sa dif- 
férentielle totale 

dz —pdzx + qdy , 
les accroissements infiniment petits dx , dy restant indé- 
pendants l’un de l’autre. 

Mais si l’on conçoit qu’on ait tracé sur la surface une 
ligne quelconque passant par le point (x, y,2), il y 
aura pour les points situés sur cette ligne une dépen- 
dance entre y et x, et par suite entre dy et dx, telle 
qu'on pourra poser 

dy = dasidi\( p#qr)dz. 
3" désignant une fonction de x, déterminée en vertu 
du tracé de la courbe. 
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Appelons £, n, € les coordonnées courantes de la 
tangente à la courbe dont il s’agit, menée par le point 
(x, y, 2) :les équations de cette tangente seront [223] 

n—y=y'(i—z), —z(p+gr)(6—z). () 
Si donc on élimine entre elles y’, l'équation résultante 
appartiendra à la surface sur laquelle se trouvent toutes 
les tangentes que l’on peut mener, par le point (x, y, 2), 
aux courbes quelconques tracées sur la surface donnée. 
L’élimination donne | | 

E—z=p(i—z) +g(n—7r), (2) 
équation d’un plan qui aurait £, n, € pour coordonnées 
courantes, et auquel on donne le nom de plan tan- 
gent, parce qu'il est le lieu de toutes les tangentes des 
courbes tracées sur la surface, et passant par le point 
de contact. 

La proposition cesserait en général d’être exacte, si les 
deux fonctions p, g, ou seulement l’une d’entre elles, après 
avoir été ramenées à ne contenir que x et y, au moyen 
de la valeur de z en x, y, donnée par l'équation de la 
surface, se présentaient sous l’une des formes indéter- 
minées +, 2 : Car alors [130] les valeurs de p, q dépendent 
en général de la liaison entre y et x, ou sont fonctions 
de y’. On ne peut donc plus éliminer y’ entre les équa- 
tions ( 1) tant que la composition des fonctions p, g en 
y’ n’est pas donnée; et lorsqu'elle l’est, élimination ne 
conduit plus en général à une équation linéaire en £ ,n, €. 
Le point (x, y, z) est alors un point saillant de la sur- 
face donnée, et le lieu des tangentes devient une sur- 
face conique, c’est-à-dire, une surface du genre de celles 
que décrit une droite en tournant d’une manière quel- 
conque autour d’un point fixe. Si, par exemple, on fait 
tourner un arc de cercle, moindre qu’une demi - cir- 
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conférence, autour de sa corde, les deux points extrêmes 
de l’arc sont des points saillants de la surface engendrée 
par ce mouvement de rotation, et le lieu des tangentes 
aux courbes tracées sur la surface, à partir de chacun 
de ces points, est la surface d’un cône droit. 

Le plan tangent peut n’avoir qu'un point de com- 
mun avec la surface, ce qui est une propriété des sur- 
faces convexes en tous leurs points , comme celles de la 
sphère et de l’ellipsoïde. Mais plus généralement ce plan 
peut couper la surface, et même la couper suivant une 
ligne passant par le point de contact, ce qui n'empêche 
pas qu'il ne soit le lieu des tangentes à toutes les courbes 
tracées en ce point sur la surface. Cette ligne d’inter- 
section sépare sur la surface les lignes qui s'élèvent au- 
dessus du plan tangent de celles qui s’abaissent au-des- 
sous du même plan. : 4 

Par exemple, si le cercle MN MN’ ( fig. 73 ) tourne 
autour de la droite PP” comprise dans son plan, il en- 
gendre une surface connue sous le nom d’anneau ou 
de surface annulaire : dans la portion de la surface en- 
gendrée par la rotation du demi-cercle MNM' le plan 
tangent n'a qu'un point de commun avec la surface, 
tandis que dans l’autre portion , engendrée par la rota- 
tion du demi-cercle MN'M’, la surface est coupée par 
son plan tangent. 

237. Soit F(x,7y, z)—o l'équation de la surface, et 
exprimons les dérivées p, 4 au moyen des dérivées par- 
telles de la fonction F : l'équation du plan tangent de- 
viendra . e 


en) pyee dE idFius pa 
dx { bert C ra ? 


n \ & r Q 
c'est-à-dire qu'on la déduit de dF ==0o , en remplaçant les 


€OS À —= 
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différentielles dx , dy, dz par les différences Ë— x ,n —y, 


C—2 [172]. 


La droite menée par le point de contact, perpendi- 
culairement au plan tangent , est la zormale à la sur- 


face, et les plans qui comprennent la normale se nom- 
ment plans normaux. L'intersection de la surface et de 
lun quelconque de ses plans normaux est qualifiée de 


section normale , et, par opposition, les autres sections 
planes de la surface sont appelées sections obliques. 
Les deux équations da la normale se tirent de la for- 


mule 
at TT VRAIS Puel 
adE) SARA AN RE 
DA 20 UE 
ou 
EX n—Y 


q 


Soient À, 1, v les angles de la normale avec des paral- 


lèles aux axes des x, y, z, ces angles étant mesurés du 


côté des coordonnées positives, et posons 


dF\? dF \? dF\? 
nee (TE) +) D : 


nous aurons 


eq GE Cou = + — cos dus 
FR ANRT RNA NE RAIN 
ou bien 
+ — 
jun An 9 COS ———— 7, COS y == SES TE 
ac aie LV 1+p +9 LV 1+p +9 


Les lettres À, 4, y désignent encore les angles du plan 
tangent avec ceux des y74 des xz et des xy. Toutes ces 


formules sont d'un usage très-fréquent. 


238. Soit 
dE = Xdx + Ydy + Zdz — 0 


(4) 


() 
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l'équation différentielle commune à une série de surfaces 
Friy se), (5) 
qui ne diffèrent que par la valeur du paramètre a : les 
équations de la normale pourront s’écrire sous la forme 
Y(E—x) — X (n—y)—=0o, Z(E—x)—X (—z) = 0; 
et ce seront les équations des droites qui touchent au 
point (x, y, z) des lignes tracées dans l’espace, ayant la 
propriété de satisfaire aux équations différentielles 
Y-x To, ZX 0 à 
Donc ces lignes ont aussi la propriété de rencontrer sous 
l'incidence normale toutes les surfaces représentées par 
l’équation (5) ou par l'équation (4), conformément à ce 
qui a été annoncé [129 et 151]. 
239. Appliquons les formules précédentes à l’équa- 
tion | , 
ALT 
——- +1) (6) 
qui appartient ( comme il est facile de le voir d’après sa 
forme ) à la surface engendrée par la révolution d’une 
hyperbole autour de son axe non transverse : surface que 
l’on désigne sous le nom d’Lyperboloïde de révolution 
à une nappe, pour la distinguer de lAyperboloide de 
révolution à deux nappes, décrit par la rotation d’une 
hyperbole autour de son axe transverse. 
On trouve pour l'équation du plan tangent 


xétyn 2zQ 
MUR or (7) 


Lorsqu'on y considère £ , n ,C comme des constantes , et 
x, Y,z comme les coordonnées courantes, cette équation 
appartient: à un plan qui coupe l'hyperboloïde suivant 
une courbe, lieu des points de contact de l’hyperboloïde 
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avec tous les plans tangents assujettis à passer par le 
point (£,n, €). Un calcul semblable, appliqué à l’équa- 
tion générale des surfaces du second degré, montre éga- 
lement que si, par un point donné, on mène des plans 
tangents à l’une quelconque de ces surfaces, le lieu de 
tous les points de contact est une courbe plane du second 
degré. Il en résulte que la surface conique, circonscrite 
à une surface du second degré, est un cône du second 
degré. | 
Si le plan tangent (7) coupe l’hyperboloïde en même 

temps qu’il le touche, les équations de la ligne d'inter- 
section sont données en £, n,C par la combinaison de l’é- 
quation (7) avec la suivante, 

FHITEAE er (8) 


Or, la combinaison des équations (6), (7), (8) donne 


HV (Ë+T PUR OM 4 co 24° 
(CC) ne (+3) (+3) 
ou bien 
ÆEn—Y$ Zrr0 
( d ‘ rs 


et cette dernière équation se décompose en 


2 Ad meurt ar, HE 
AP 87 AA D TUE b 


L'une ou l’autre de ces équations, associée à l’équa- 


tion (7 ), représente une droite. Donc le plan tangent 
coupe la surface suivant deux droites menées par le point 
de contact : chacune de ces droites se déplace avec le 
point (x,7, 3), et conséquemment l’hyperboloïde peut 
être décrit par chacune de ces droites mobiles. 

Rien n’empêche de faire, dans les équations (6) et (7), 
:—0, ce qui revient à prendre pour le point de contact 
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un despoints du cercle x°+y?—a?, suivant lequel l’hy- 
perboloïde est coupé par le plan xy. L’équation (7) 
se réduit alors à x£  yn—a?, et elle exprime évidem- 
ment que les droites mobiles dont il était question tout 
à l’heure ont pour projection sur le plan xy des droites 
tangentes au cercle engendré par la rotation de l’un ou 
de l’autre des sommets de l’hyperbole. On donne à ce 
cercle le nom de cercle de gorge ou de ligne de stric- 
tion. | 

240. Mettons l'équation d’une surface sous la forme 
z—=f(x,7):on aura [159] 

f(t+Ax, + Ar)= f(x, y)+pAx+ AY 


dffx+-04x, 74-047) d’fix+.64x, 74-047) 

3 op OS PU En a M A: is au Le acte 

+ na Ax°?+ 2 FE AxAY 
dffx+4!x, 7404 7 
fx  L D) y , 


6 désignant un nombre compris entre zéro et l’unité. 
Soit 
—z=m(E—x)+n(n—7) (2) 
l'équation d’un plan quelconque, assujetti à passer par 
le point (x, y, z) : son ordonnée €, correspondant aux 
abscisses Ex+ Nan ÿ + AY, a pour valeur 
(—z+mAx+nAy— f(x,7)+ mAx+ nAy, 
d’où | 
f(x+4Ax,y+Ay)—{—(p—m)Ax+(q—n)AY 
+1 [te 74-047) ne *flx+-04x, JAHIAT) ENS 
œ dxdy 
ES | x 
Ax , Ay étant des quantités très-petites du premier ordre 
et d’ailleurs quelconques, la différence des ordonnées de 
la surface et du plan 
(a+ a, y +A7)—t (a) 
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est une quantité très-petite du premier ordre, tant que 
les termes 
(p—m)Ax+(g—n)Ar, 

vis-à-vis desquels on peut négliger la seconde partie de 
la valeur de (A), ne s'évanouissent pas; mais si l’on a 
m—=p,n—=g, ou si le plan (2°) se confond avec le plan 
tangent (2), la différence ( A) se réduit à une quantité 
très-petite du second ordre. D'ailleurs on reconnaît aisé- 
ment que la perpendiculaire abaissée du point (x+Ax, 
J—+Ay, z—+ Az) sur le plan (2°) est en général une quan- 
tité de l’ordre de (A). Donc on peut considérer le plan 
tangent comme un plan qui se rapproche de la surface, 
dans le voisinage du point de contact, plus que ne le 
ferait tout autre plan passant par le même point [203]. 
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CHAPITRE VIE. 


> Q — 


CARACTÈRES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES 
DE SURFACES. 


241. On sait que toute liaison mathématique ou em- 
pirique entre les variables x, y, z, désignée d’une ma- 
uière générale par | 
, LA nv 2e VA EC A (1) 
donne lieu à la construction d’une surface, quand on 
considère +, y, 3 comme les trois coordonnées qui fixent 
la position d’un point dans l’espace. Mais en général la 
surface ainsi construite ne serait pas définie géométri- 
quement; et maintenant qu'il s’agit, non plus de figurer 
dans l'étendue les conceptions de l'analyse, mais d’ap- 
pliquer l’analyse à la théorie de l'étendue, nous n'avons 
réellement à considérer que les surfaces caractérisées par 
des propriétés géométriques. 

Il peut se faire que la définition géométrique d’une 
surface se traduise immédiatement par une équation 
entre ses coordonnées courantes; ainsi l'équation 

D + + 2h 
exprime immédiatement ce caractère géométrique. par 
lequel on peut définir la surface d’une sphère : savoir, 
que tous ses points sont à une distance constante d’un 
autre point pris ici pour origine des coordonnées. Mais, 
plus ordinairement, la définition géométrique d’une 
surface consiste à assigner la loi de la description de la 
surface par une ligne : soit que la ligne se meuve sim- 
TL 27 
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plement dans l'espace sans changer de forme, soit qu’elle 
change de forme en même temps qu’elle se déplace. Dans 
ce cas, l’équation (1) est censée donnée par lélimination 
du paramètre « entre les équations 

ANUS DNRE PER CA MN VUE AR ASE (ai 
qui sont celles d’une ligne tracée dans lespace : cette 
ligne, à laquelle on donne le nom de génératrice, va- 
riant continuellement, ou de position et de forme, ou 
au moins de position, avec le paramètre œ. 

On dit encore que la surface (1) est le lieu géométri- 
que de toutes les lignes que donne le système des équa- 
tions (2), quand on y fait varier sans discontinuité le 
paramètre «. 

Ainsi, le cône droit que l’on considère dans les élé- 
ments de géométrie est la surface décrite par une droite 
qui sé meut en passant constamment par un point fixe, 
et en faisant avec une autre droite menée par le même 
point un angle constant. On pourrait encore regarder 
la surface du cône comme décrite par un cercle de 
rayon variable, dont le centre se meut sur l’axe du cône 
tandis que son plan reste perpendiculaire à cet axe, et 
dont le rayon est proportionnel à la distance du sommet 
du cône au centre du cercle mobile. 

249. Ceci conduit à la distribution des surfaces en 
familles, d’après les analogies géométriques de leurs 
modes de description; et cette distribution, aussi cu- 
rieuse en elle-même qu'utile pour l'intelligence des opé- 
rations des arts, a de plus pour nous cet intérêt, qu’elle 
se lie étroitement à la théorie des fonctions , telle que 
nous l’avons conçue. Il ne faut point la confondre avec 
la classification des lignes ou des surfaces aigébriques 
d’après le degré de leurs équations, quoique Îles con- 
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nexions de la géométrie et de l'algèbre établissent souvent 
des analogies entre les lignes ou entre les surfaces asso- 
ciées par le degré de leurs équations algébriques [207]. 

Par exemple, le cône droit dontil était question tout 
à l'heure appartient à la famille des surfaces coniques, 
qui ont pour caractère générique d'être décrites par 
une droite assujettie à passer constamment par un 
point fixe. De même le cylindre droit dont on s'oc- 
cupe dans les éléments appartient à la famille des sur- 
faces cylindriques, engendrées par une droite qui se 
meut en restant constamment parallèle à elle-même. Pour 
diriger , dans l’un et dans lPautre cas, le mouvement 
de la droite génératrice, rien n'empêche de substituer 
au cercle qui donne le cylindre et le cône ordinaires, 
une courbe quelconque, algébrique ou transcendante, 
ou tracée dans l’espace d’une manière absolument arbi- 
traire. En général, on appelle lignes directrices celles 
sur lesquelles s'appuie la ligne génératrice pour décrire 
une surface déterminée. G | 

La distribution des surfaces en familles diffère d’une 
classification proprement dite[18]en ce sens que la même 
surface peut se ranger dans diverses familles, selon les 
analogies diverses que son mode de description manifeste. 
Ainsi, lon peut encore considérer le cône et le cylindre 
ordinaires comme appartenant à la famille des surfaces de 
révolution, qui ont pour caractère générique d’être dé- 
crites par une ligne plane, que l’on nomme lone méri- 
dienne, tournant autour d'un axe fixe compris dans le 
plan de la méridienne, ou dans le plan méridien. La 
ligne méridienne se réduit à une droite, parallèle ou 
oblique à l’axe de rotation, dans le cas du cylindre ou 


217. 
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du cône droits, mais elle peut être une courbe tracée 
arbitrairement dans le plan méridien. 

Ainsi, l’on conçoit que des surfaces dont les équations 
ne sont pas algébriques et ne peuvent même s’écrire avec 
des signes mathématiques, sont pourtant susceptibles de 
jouir de propriétés communes et d’être géométriquement 
étudiées, sous le rapport des caractères génériques qui 


ont servi à les grouper. ï 


Classe des surfaces réglées. 


243. On appelle surfaces réglées toutes celles que 
peut décrire une droite en se mouvant dans l’espace 
d’une manière quelconque. On renversera cette défini- 
tion en disant que, par un point quelconque pris sur 
une surface réglée, on peut mener une droite qui s’ap- 
plique en tous ses points sur la surface. Le plan tangent 
à une surface réglée, comprenant toutes les tangentes 
aux lignes menées sur la surface par le point de con- 
tact, comprend la génératrice menée par ce point, puis- 
qu'une ligne se confond avec sa tangente, quand elle 
devient droite. 

Les équations de la droite génératrice, étant mises 


sous la forme 


JE ar Has rh, 
ne doivent contenir qu'un paramètre arbitraire, sans 
quoi. il n’existerait pas de surface, lieu de toutes les gé- 
nératrices : ainsi l’on a 

Poe, ya, Î—T; 
de sorte que le système des deux équations 

F—=UT+H Va, 2—Xoù + D, (3) 

où ©, Ÿ, © entrent comme caractéristiques de fonctions 
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arbitraires , est propre à représenter une surface réglée 
quelconque. 

En général, les deux génératrices infiniment voisines, 
pour lesquelles le paramètre variable prend les valeurs 
a et ada, ne se rencontrent pas : ce qui revient à dire 
[232] qu'il n'existe pas dans l’espace de ligne qui soit 
l'enveloppe de toutes les droites génératrices; car Îles 
équations de l’enveloppe.. si elle existait, résulteraient 
de l'élimination de « entre les équations(3) et leurs déri- 
vées prises par rapport à «, 

x+Va—0o, xQa + Da —o. 
Mais, pour que ces deux dernières équations puissent 
exister ensemble, il faut qu’on ait 
D'a — pa. ga > (4) 
équation de condition qui ne laisse arbitraires et indé- 
pendantes que deux des fonctions 6,d,@. . 

Quand elle n’est pas satisfaite, et que les droites gé- 
nératrices n’ont pas d’enveloppe, la surface réglée est 
qualifiée de surface gauche : au cas contraire, elle est 
qualifiée (par une raison que nous expliquerons bientôt) 
de surface développable. 

244. Si les fonctions ©, 4, & étaient données, l’équa- 
tion de la surface réglée correspondante résulterait de 
l’élimination de « entre les deux équations (3). On peut 
donc considérer dans ces deux équations les variables 
« et z comme fonctions des deux variables indépendantes 
x, y. En prenant les dérivées de la première équation 
par rapport à chacune des variables indépendantes, on a 


da da J 
Cats, P(a+Vo=1; 
et en opérant de même sur la seconde 


d d £ 
Te (æg'a + d'a) —=p — 94, meta + AA GINKE) 
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On en conclut 
| A de ip enr AQU 

mr dy re q ST 0 (7) 
de sorte qu’on peut aussi représenter une surface réglée 
quelconque par le système des deux équations 

JU + M, pH+ag=p, 

où entrent les dérivées du premier ordre p et g, mais 
où rentrent plus que deux signes de fonctions arbitraires 
® et 4. La seconde de ces équations donne, par deux 
différentiations relatives à x et à y, 


da r do / 

Net RTS FA a—q)—s+ ut, 
d’où, en vertu de l’équation (7), 

Tr + us 
Eau EE ap 
Donc une surface réglée quelconque peut encore être 
représentée par le système 

Var EE des té Das Er 0 
où entrent les dérivées partielles du second ordre 7, 5, £, 
mais où n'entre plus que le signe de fonction arbitraire 
Y. Enfin, si nous différentions l'équation (8) par rap- 
port à x et à y, il viendra 


, OÙ &£ + 204$ +r—0o . (8) 


da k 
2 RE at) — (œpp +4 ou 4 u), 
2 D sat) — (ao +- 2aw + w), 


et par conséquent 

1" Re OU 9 + 3xw + Ju u—0. (9) 
a0 + 2aw + 41 

Si maintenant on élimine « entre les équations (8) et 

(9), on aura une équation aux différences partielles du 

troisième ordre, délivrée de tout signe de fonction ar- 


bitraire, ayant la même généralité que le système des 
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équations (3), et convenant comme celles-ci aux sur- 
faces réglées quelconques. 

On arrive très-directement au même résultat en con- 
sidérant que, sur une surface réglée quelconque, trois 
plans tangents infiniment voisins se coupent suivant une 
même droite, quiest l’une des génératrices, lorsque les 
trois points de contact infiniment voisins sont pris sur 
cette génératrice même. 

En effet, l'équation du plan tangent 

—z=p(i—z)+q(n—7) 

a pour dérivées des deux premiers ordres 

dp(ê—xz) +dq(n—r)=0, 

d'pE—x) + d'a (n—7)—(drdp+ dydg)= 0 3 (9) 
et elles devront chacune, par leur combinaison avec 
l'équation du plan tangent, déterminer la même ligne 
droite; ce qui entraîne 

dx dy dz 


Ex ny —2 

et ce qui réduit les équations (10) à 
dpdzx + dgdy=o, dpdx+ d’'ydy =, 

où bien à 

FH +(s+#)r 0, 

u + 2uy +wy? + (au + 2wY + vy°)7! =0 . 

Il faudra en outre que l’on tire de ces deux équations 
la même valeur de la tangente y' de l’angle que la pro- 
jection de la génératrice sur le plan xy fait avec l’axe 
des x ; et en effet les deux équations précédentes ne dif- 
fèrent respectivement des équations (8) et (9) que par 
le changement de « en y”. 


Ordre des surfaces développables. 


245. Quand les droites génératrices ont une enve- 
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loppe, et que l'équation (4) est satisfaite, les équations 
(6) deviennent, par la substitution de la valeur de &’x, 
ga FE (a+Ve F) St ren D E+Ve)—9, 
d'où l’on tire, en vertu des équations (5), 
P—=ga—uypa, g—=pe. 

Si la fonction était donnée, on éliminerait & entre ces 
dernières équations, et l’on en tirerait 

p = Hg : (Ir) 
Tant que la fonction ® reste arbitraire, la fonction I 
qui s’en déduit conserve la même indétermination; et 
réciproquement l'indétermination de I maintient l'in- 
détermination de + : les surfaces développables sont donc 
caractérisées indifféremment, ou par le système des 
équations (3) et (4) qui renferment les coordonnées 
x, », 3 et trois fonctions arbitraires, dont deux indé- 
pendantes; ou par l'équation (I) qui ne renferme que 
les dérivées p et q sous un signe unique de fonction ar- 
bitraire. 

On fait disparaitre le signe Il en passant aux dérivées 
du second ordre, et il vient, comme on l’a déjà trouvé 
[168], 

PS0. 

Le plan tangent à une surface développable touche 
la surface sur tout le prolongement de la droite généra- 
trice comprise dans ce plan tangent. En effet, la condi- 
tion pour le plan tangent de passer par une génératrice 
donnée établit, pour tous les points de contact situés 
sur cette génératrice, la même équation de condition 
entre les dérivées p, g; et si l’on y Joint l'équation (11), 
les quantités p, g se trouvent individuellement détermi- 
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nées, et ont mêmes valeurs pour tous ces points de 
contact. 

De cette proposition établie pour les surfaces dévelop- 
pables il faut conclure inversement que, pour les sur- 
faces gauches, le plan tangent qui comprend toujours 
la génératrice menée par le point de contact , ne touche 
pas la surface, et par conséquent la coupe en tout autre 
point de la droite génératrice. 

246. Les surfaces développables sont ainsi appelées 
parce qu’elles peuvent s’étaler ou se développer sur un 
plan sans déchirure ni duplicature , ou sans qu’une ligne 
quelconque, tracée sur la surface, ait été raccourcie ou 
allongée dans aucun de ses éléments. Considérons en effet 
une suite de génératrices infiniment voisines, pu, M,U 
Hs 3e «+ (Jig. 72), qui se coupent deux à deux, de ma- 
nière à avoir pour ligne enveloppe le polygone gauche 
infinitésimal uu,u,..... [’élément plan zum, pourra 
tourner autour de la droite »2,uy.,, pour venir se rabattre 
sur le plan de lélément contigu m,u,m,; ces deux éle- 
ments , ainsi ramenés dans un même plan, se rabattront 
à leur tour sur le plan de l'élément m2,u,m;3, et ainsi de 
suite. Nous reviendrons dans le chapitre suivant, par 
d’autres considérations , sur cette propriété des surfaces 
développables et sur les conséquences qu'on en peut 
tirer. 

La ligne wu:u,,... ou l'enveloppe des génératrices 
mu, Mb, Mu, etc, se nomme l’aréte de rebrousse- 
ment de la surface développable qui est le lieu de toutes 
ces génératrices. Chaque ligne à double courbure peut 
donc être considérée comme larête de rebroussement 
d’une surface développable , décrite par une droite qui 
se meul en restaut tangente à cette ligne. En consé- 
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quence, pour compléter la’ théorie des lignes à double 
courbure, il convient de la rattacher à celle des surfaces 
développables , ainsi que nous le ferons plus loin. 
L'arête de rebroussement peut se réduire à un point, 
comme cela arrive pour les surfaces coniques qui sont 
évidemment développables. Quand le point d’intersection 
de toutes les génératrices s'éloigne à l'infini, la surface , 
sans cesser d’être développable, devient une surface cy- 
lindrique. Nous allons traiter plus -particulièrement de 
ces deux familles de surfaces développables. 


Famille des surfaces cylindriques. 


247. Mettons les équations de la droite génératrice 
sous la forme 


Ge AS GUY ue HS (x1) 
on aura entre les paramètres variables &«, 6, une liai- 
son 

B— pa, (e) 
d’où | 
Y —bz—9(x— az). (12) 


Tant que les coefficients a, b et la fonction © conservent 
leur indétermination, l'équation (12) convient à une sur- 
face cylindrique quelconque. Si l’on assigne aux coeffi- 
cients æ, b des valeurs numériques, on assujettit les 
sénératrices à faire, avec les parallèles aux axes des coor- 
données, des angles déterminés. 

Après avoir pris les dérivées de léquation ( 12) par 
rapport à chacune des variables indépendantes x, y, on 
éliminera à la manière ordinaire la fonction +", et il 
viendra î 

ap + bg= 1x, (13) 
équation aux différences partielles, qui a précisément la 
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même étendue que l'équation (r2) dont elle dérive, D’a- 
près la signification géométrique des dérivées p, q, lé- 
quation (13) exprime que le plan tangent est toujours 
parallèle à la droite x —az,y—b62; et l’on aurait pu 
s'appuyer sur cette propriété du plan tangent aux sur- 
faces cylindriques, pour écrire directement l'équation 
(13). 

248. On donne le nom de section droite à la courbe 
d’intersection d’une surface cylindrique et d’un plan per- 
pendiculaire à ses génératrices. Pour déterminer cette 
section droite, ou, plus généralement , pour déterminer 
la fonction arbitraire © qui entre dans l’équation (12), 
on peut assujettir la surface à passer par une courbe d- 
rectrice donnée [242]. Soient 

J(&, J;2)=0, (f) | (ÉD 
f(x, 7, z)—0, (&) | 
les équations de la directrice : on éliminera x, y, z en- 
tre les équations (11), { f,f), et il viendra pour résul- 
tante une équation de la forme 
Fa, f= 0; (E) 
qui doit être identique avec (o ), et qui détermine par 
conséquent la fonction o. D'ailleurs , si l’on remet dans 
l'équation (F), pour « et 6 leurs valeurs en x, y, 3, il 
viendra 
F(x— az,y—bz)=o, (14) 
et ce sera l’équation de la surface cylindrique demandée. 

Dans le cas où la courbe directrice serait tracée dans 

le plan xy et aurait pour équation. 
f@&, 7), 
l'équation (F) se changerait en f(x, B)—0, et l’on au- 
rait pour l'équation (14) 
f(x —az,y—bz)=0,. (1) 
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Cette dernière équation exprime que la section de la 
surface par un plan parallèle à celui des y, dont lor- 
donnée est z,se projetteenæy suivant une ligne identique 
avec la directrice, et qu’on obtiendrait en faisant glisser 
la directrice sur le plan xy, parallèlement à la droite dont 


k , x ass 
angle avec l’axe des x a pour tangente - , de manière 
a 


que tous les points de la directrice décrivissent des por- 
tions de droites parallèles, égales en longueur à z4//4°#b2. 
Par conséquent, l'équation ( 15) a un sens géométrique 
déterminé ; et elle ramène à des constructions faciles tous 
les problèmes que l’on peut se proposer concernant les 
surfaces cylindriques, sans qu'il soit besoin de faire per- 
dre à la fonction f de sa généralité, en lui attribuant une 
expression mathématique ; au lieu que l’équation (14) n’a 
par elle-même aucun sens, quand lélimination entre les 
équations (11), (f), (f) n’est pas praticable , ou lors- 
que les fonctions f et f cessent d'avoir une expression 
mathématique. Toutefois, du moment que la courbe di- 
rectrice est donnée. par le tracé de ses projections sur 
deux plans rectangulaires, la géométrie descriptive en- 
seigne à construire par points la courbe d’intersection de 
la surface cylindrique et d’un plan donné, tel que celui 
de xy : de sorte que le système d'opérations graphiques 
usitées dans cette branche de la géométrie se rattache 
à la théorie des fonctions continues quelconques , comme 
tenant lieu d’éliminations analytiquement impossibles. 
Si la surface cylindrique doit être tangente à une sur- 
face définie par une équation telle que ( f), comme dans 
le problème des ombres lorsque le point lumineux s’é- 
loigne à l'infini, on tirera de ( f) les valeurs de p,q en 
x, 7, z, et on les substituera dans équation (13), ce qui 
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donnera une seconde équation ( f) appartenant à la ligne 
de contact du cylindre et de la surface ( f). Rien n’em- 
pêchera de prendre cette ligne de contact ( f, f) pour 
directrice, et d'achever la solution du problème comme 


précédem ment. 


Famille des surfaces coniques. 


249. Les équations de la droite mobile qui décrit une 
surface conique en passant constamment par le point 
(TX, , Vo &)r peuvent être mises sous la forme 

L— Lo a(Y—Yo) ;» 2—2,—8B(x—x). (16) 
On doit supposer les paramètres &, 6 liés par une équa- 
tion telle que (+), et alors il vient 


(En) nd 


Tant que les nee Les Por 2 Et le signe © couser- 
vent leur indétermination, cette équation est propre à 
représenter une surface conique quelconque. On élimine 
la caractéristique o par le procédé ordinaire, et lon 
tombe sur l’ équation aux différences partielles 
2— 7 =p(t—t)+q0—r).  : (18) 
On y parvient encore directement en considérant que le 
plan tangent à Îa surface conique doit toujours passer 
par le point (x,, »., z,), centre de la surface. 
Lorsqu'on prend ce centre pour origine des coordon- 


nées, l’équation (17) se réduit à 


Z TL 1 
nn): 
# Ÿ æ 

et, d’après sa forme, elle est homogène par rapport aux 


variables x, y, z. Dans la même circonstance, l'équation 


(18) devient 
2 pr t1qT 
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ce qui s'accorde avec le théorème des fonctions homo- 
oènes [122]. bals . 
Si la surface conique a pour courbe directrice la ligne 
(.f, f), on éliminera x, y, z entre Les équations GER 
(f), (f), ce qui conduira à une équation finale (F), la 
quelle détermine implicitement la fonction ®. Remettant 
pour x, 8 leurs valeurs en x, y, 3, on aura pour l’équa- 
tion de la surface conique | 
Fasañé =) AIO). (19) 
VV TA, 
Dans le cas où la fonction f ne serait pas donnée direc- 


tement, mais devrait être déterminée par la condition 
que la surface conique touchât la surface ( f), cas qui 
se présente dans le problème des ombres lorsque le point 
lumineux est à une distance finie du corps opaque placé 
sur le trajet des rayons, on tirerait de l'équation (f) 
les valeurs de p, q en x, y, z ; on les substituerait dans 
l'équation ( 18 ), et l’on obtiendrait ainsi l'équation (f). 


Ordre des surfaces gauches, ayant une directrice rectiligne. 


L] 
250. Si l'on prend pour directrice l’axe des 3, les 

équations de la génératrice, mises sous la forme 

Z—Xpata, 2—Yya+a, (20) 
satisferont ! à la définition des surfaces comprises dans cet 
ordre. On en conclut 

ns ou «=6(?) k 
d'après quoi l’on peut remplacer le système des équa- 
tions (20) par l’une quelconque des deux suivantes 


12, (7) +o(2) : (21) 
= YY (2) * &(2) (22) 
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les fonctions w,, L, étant liées par l'équation de condi- 


(D= 0): 


Différentions l'équation (21) par rapport à » et à œ:il 


tion 


viendra 


SA OPCO OI 
= ()+5 CE) 
ie PE + QT a (2): (23) 


et en différentiant ru nouveau, pour éliminer +,, 


d’où 


dira mr a 6 ERIOt. (24) 
Pour tirer l'équation (24) de considérations géométri- 
ques directes, nous remarquerons que, si lon mène par 
le point (x, y, z) deux plans, l’un passant par l’axe des 
z, l’autre tangent à la surface en ce point, ces deux 
plans qui auront respectivement pour équations 
YE—x)—x(n—7)=0, (25) 
C2 PAUSE g'nEF)), (26) 
se couperont suivant une génératrice. Si le point de con- 
tact change, sans cependant sortir du plan (25), le nou- 
veau plan tangent coupera encore le plan (25) suivant 
la même génératrice. Donc les équations (25), (26) sub- 
sistent en même temps que leurs a, prises par 
rapport aux variables x, y, z, savoir 
Edy — ndx = 0, 
(rdx+ sdy) (Ë— x) + (sdx + tdy)(n—7) —o . (26) 
En vertu de l'équation (25), ces deux équations devien- 
nent 


d 
Dour op Cry 
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et si l’on élimine entre celles-ci le rapport 7 on re- 


dx’ 


tombe sur l'équation (24). 


Ordre des surfaces gauches, ayant leurs génératrices parallèles 
à un plan directeur. 


251. Le plan xy étant pris poùr plan directeur, on a 
pour les équations de la génératrice 
24, Y — Xyu +de, 
d’où 
PAZ + 2 ; (27) 
et les fonctions , Ÿ restent arbitraires. Une première 
différentiation donne, par l'élimination de la fonction Y, 


= oz; et l’on trouve, par suite d’une seconde dif- 
férentiation, 


gr — 2pqs + p't=0 . (28) 
On peut arriver plus directement à l’équation qui 
caractérise les surfaces de cet ordre, sans particulariser 
la position du plan directeur par rapport aux plans coor- 
donnés. Soient | 
AË + Bn + CO =D 
l'équation du plan directeur , et 
A(Ë—x)+B(n—7)+G((—z)—0o (29) 
celle du plan parallèle mené par le point (x, y, 3) : la 
génératrice passant par ce point sera l'intersection du 
plan (29) et du plan tangent (26). De plus, si Pon fait 
varier le point de contact sur la même génératrice, le 
nouveau plan tangent passera encore par celte généra- 
trice , qui sera en conséquence la ligne d’intersection de 
deux plans tangents infiniment voisins. Donc on aura, 
outre l'équation (26”), la dérivée de (29) 
| Adx + Bdy + C (pdzx + qgdy) = 0 . (29) 


DES FAMILLES DE SURFACES. 433 
Si l’on chasse des quatre équations (26), (26”), (29), (29°) 
les rapports 
Sie }, his AIT 
Cr lu, CON 
il reste l'équation de condition 
(B+ Cg)r —2(B + Cg)(A + Cp)s +(A+ Cpft = 0, 
que l’on identifie avec l’équation (28) en posant A—o, 
B—o, mais qui acquiert une forme encore plus simple 
dans l’hypothèse C—o, ou lorsqu'on prend le plan di- 


recteur perpendiculaire à celui des xy : car elle devient 
B?r — 2 ABs + A—o; (30) 


et enfin elle se réduit à r—0, où àé—0, quand on 
prend le plan directeur tee à celui des xz ou à ce- 
lui des yz, ce qui ne restreint pas l’étendue de la solu- 
tion. 


Famille des surfaces conoïdes. 


252. Quand la génératrice d’une surface gauche est 
assujettie à la double condition d’avoir une directrice 
rectiligne et de rester parallèle à un plan directeur, la 
surface décrite est un concède. En d’autres termes, la 
famille des surfaces conoïdes appartient à la fois aux 
deux ordres de surfaces gauches dont nous venons de 
traiter. Les surfaces Conoïdes (à l’exception du plan qui 
s’y trouve compris) sont nécessairement gauches ; car, 
soient AB (fig. 74) la droite directrice, mn, m 1: 
HE. :1Udes génératrices infiniment voisines : ne 
que Auo Rate consécutives se trouvassent dans 
le même plan, il faudrait que les droites infiniment pe- 
tites »7,, n.n,,.... fussent parallèles à AB; ce qui ne 
peut arriver al à moins que la ligne 


T. I. 28 
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polygonale nnn,.... ne se change en une droite pa- 
rallèle à AB , et alors la surface décrite est un plan. 

La surface, quoique gauche, est qualifiée assez im- 
proprement de conoëide droit , lorsque la droite directrice 
se trouve perpendiculaire au plan directeur. On peut 
citer comme exemple la surface décrite par une droite 
qui se meut en coupant toujours perpendiculairement 
l'axe d’un cylindre droit, et en s'appuyant par un de 
ses points sur une hélice tracée à la surface du cy- 
lindre [234]. On donne à ce conoïde le nom de surface 
hélicoide gauche. 

253. Prenons De plan directeur celui des. xy, et pour 
origine le point où la droite ‘directrice pénètre ce plan : 
les équations de la directrice seront 


La Ur; Pb, FT RO T) 
et celles de la génératrice 
20e PÈRE a (x —a8) . 


On doit toujours concevoir l'existence de la liaison (+) 
entre les paramètres «, 8 ; ce qui donne pour l'équation 
générale des surfaces conoïdes | 
FDz 
#0 : ) Ê (32) 


L— AZ 


On en tire, en éliminant à la manière ordinaire la .carac- 
téristique 9, | 
p(x—az)+q(y —6z) —=0. (33) 
Le sens de cette dernière équation est que, si l’on mène 
dans le plan tangent au point (x, y, z) une droite pa- 
rallèle au plan xy, elle coupera la directrice (31); eten 
effet la droite menée ainsi dans le plan tangent se 
confond avec une génératrice. 

Supposons que la droite mobile ait pour directr ice, 
outre la droite (31), une autre droite 

X=MI+nRn, Y=Msz+N: 
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la fonction ? se trouvera particularisée à l’aide d’une éli- 
mination semblable à celles que nous avons déjà opérées, 
et il viendra 
(mb— am) + (mn —b)xz—(m— a) yz 
+ (bn—an)3+nx—ny=0, 

équation de la surface du second degré à laquelle on 
donne le nom de paraboloïide hyperbolique. 

Quand le conoïde est droit, on a 4—0, b—o : les 
équations (32) et (33) deviennent respectivement 

x 

La surface connue en stéréotomie sous la dénomina- 
tion de voûte d’aréte en tour ronde, est un conoïde droit 
pour lequel la seconde directrice, qui prend le nom de 
cintre, est ordinairement une ellipse dont le plan est ver- 


tical et l’un des axes aussi vertical. Mettons les équations 
de cette ellipse sous la forme 


N= TEST 
PURE notes 
27 d … 
on trouvera pour l'équation du conoïde 
a? LA Las 
Sete CU € es EC 
CLR 


Famille des surfaces de révolution. 


254. Parmi les surfaces auxquelles on n’assigne pas 
pour caractère distinctif d'être décrites par le mouve- 
ment d’une droite, nous ne considérerons ici que la fa- 
mille des surfaces de révolution[242|. Soient 

T—X, =a(z—2z), Y—Y, —=b(z—2,) 
les équations de l'axe de révolution, mené par le point 
(t,, ss &): un plan perpendiculaire à cet axe a pour 
équation 
ax +by+z—=x, 
s 28. 
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et ce plan coupe la surface de révolution suivant un 
cercle qu'il est permis de considérer comme l’intersec- 
tion du plan et d’une sphère qui aurait son centre au 
point (x,, »., & ). L'équation de cette sphère est 


(Ga) +0) + (2%) 8, 


et la liaison (+), qui dépend dans sa forme du tracé de : 


la courbe méridienne , donne 
@—a) +) +2) = (ar + by + 2) : (34) 
équation propre à représenter une surface quelconque 
de révolution, tant que les constantes x, y, z,,a, D, et 
la caractéristique + conservent leur indétermination. 
En prenant les dérivées partielles par rapport à x et 

à y, ona 

2[2x—x, +p(z—2)]—=(a+p) . #’ (ax+ by + 2), 

2 7 +9 (2) = +9) + g'(ar + br + 2); 
d’où l’on conclut par l'élimination de y’, 


PDT) —gle 2 —a(e—2)] =) a) - 


Cette dernière équation exprime que la normale à la sur- 
face rencontre l’axe de révolution. Désignons en effet 
par Ë, n, C les coordonnées courantes de la normale au 
point (x, y, z) : les équations de cette normale seront 
E—r+p(—z)=0, n—Y+q(t—z)=0 u 
celles de l’axe de révolution, rapportées aux mêmes coor- 
données courantes, deviendront 
Em —a(t—%), n—J—=bC— 2) ; 

et si l’on chasse Ë, n, € de ces quatre équations, on 
tombera sur l'équation (35). 

Lorsqu'on prend l’axe de révolution pour celui des z, 

$ ; 4 : ,/ 

ce qui revient à faire x,—0, ÿ,—0,a—0, b—=0, l’é- 
quation (35) se réduit à . 
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PRET TRES (36) 
et l'équation (34) devient 
k LH P + (2%) 9 3 ; 
ou, ce qui est la même chose, à cause de l’indétermina- 
tion de la fonction», | 
+ y —=9z, ou bien 342" + y") 

z est alors l’ordonnée de la courbe méridienne , dont 
Lx" +7" désigne l’abscisse. 

On assujettira la surface de révolution à passer par 
une courbe ( f, f), au moyen du procédé d'élimination 
dejà indiqué pour les surfaces cylindriques et coniques. 

255. Appliquons ceci à la détermination de la surface 
engendrée par la rotation autour de l’axe des z de la 
droite 

x=mz+n, Y=mzt+n. (37) 
On aura à combiner ces équations avec 
20,1 LH = b,, 
d’où 
(man) +(matn)—=$,. 
et en remettant pour«, 8 leurs valeurs, 
(mz + n) + (m'z+n) —=aæ +y. 
Si l’on suppose que l’on ait pris pour axe des x la plus 
courte distance de l’axe de révolution à la droite (37), 
celle-ci se trouvera parallèle au plan yz, et il faudra 
poser A—0,n —0; au moyen de quoi l'équation de la 
surface devenant 
LC +ÿ — min", 
se confondra avec l'équation (6) du n° 239. La surface 
engendrée est donc la surface réglée, connue sous le nom 
d’hyperboloïde de révolution à une nappe. 
256. Proposons-nous encore de déterminer la surface 
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de révolution autour de l’axe des z, dont la section par 
le plan y—c serait l’ellipse 

sé 7 de 
Da RG (38) 
le calcul donnera, pour l’équation de la surface cherchée, 

C++ À dd + c? 
a? A 40 Lai 


L’intersection de cette surface et du plan x3 est l’ellipse 
DATE 2, PRES 
ae sions 
représentée ( Jig. 75 ) par ABA’B", tandis que l’ellipse 
(38) se projette en xz suivant l’ellipse concentrique et 
semblable aba'b'. Or, si lon mène les droites bc, 
l'c', tangentes à l’ellipse (38) en à et en D’, il est visi- 
ble que la portion cc’ de la section méridienne est la 
seule qui se trouve géométriquement déterminée par 
la condition que la surface de révolution pénètre le 
plan y —c suivant l’ellipse (38). De c en Bet dec’en 
B' le tracé de la section méridienne pourrait être quel- 
conque; et conséquemment la fonction +, lorsqu'on 
donne à la signification de la caractéristique + toute la 
généralité qu’elle comporte , n’est que partiellement dé- 
terminée par la condition que l’on puisse placer sur la 
surface une courbe donnée. Mais quand on admet ex- 
plicitement ou implicitement que + désigne une fonction 
algébrique qui ne change pas d'expression dans toute 
l’étendue de son cours, elle se trouve effectivement déter- 
minée dans toute son étendue par la condition que l’on 
puisse placer sur la surface une courbe algébrique donnée. 


mn Q QG ns — 
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CHAPITRE VIIL. 


DES SURFACES ENVELOPPES. 


257.La théorie des courbes enveloppes [182 et suiv.]| 
se généralise et s'étend aux surfaces , mais avec des mo- 
difications essentielles qui tiennent au fond du sujet. 
Soit | ' 
rs ie a) 0 (F) 
l’équation d’une surface courbe, dans laquelle entre le 
paramètre «. En assignant une suite de valeurs à ce pa- 
ramètre, on a une suite de surfaces de même espèce, qui 
en général se pénètrent suivant certaines lignes. Consi- 
dérons en particulier deux de ces surfaces 
RSR es et Ne OS TT AG) 0: 
par le décroissement continuel et indéfini de la variation 
Aa , la ligne d'intersection se déplace sur la première 
surface ; elle se rapproche de plus en plus d’une autre 
ligne donnée par le système de l’équation (F)et de sa 
dérivée 
dE 
de 


Monge a donné à la ligne ainsi déterminée le nom de 


Eire (E”) 


caractéristique. 

Les équations de la caractéristique contiennent le pa- 
ramètre «, et varient pour chacune des surfaces, en 
nombre infini, que l’équation (F) représente, tant que « 

. , e f . , AE . TA . 
reste indéterminé. Si l’on élimine « entre les équations 
(F), (F"), on aura une troisième équation 

D (x, J5 5) —0 ; (æ) 


7 
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et celle-ci appartiendra à une surface qui peut être con- 
sidérée comme le lieu de toutes les caractéristiques. 

Pour tous les points situés sur une même caractéris- 
tique , la surface (d) a le même plan tangent que celle 
des surfaces ( F ) à laquelle cette caractéristique corres- 
pond. En effet, l'équation du plan qui touche cette der- 
nière surface au point (x, y, 2), est 


dF dE dE 
BE + TT E-=0;  () 


d’ailleurs, comme l'équation (®) n’est autre chose que 
l'équation (F) où l’on a mis pour « sa valeur en x, y, z, 
tirée de l'équation (F’), l’équation du plan tangent à la 
surface (®) peut être mise sous la forme 


dE dF da dE dF de 
(Bree) (-)+ Dh eo) ot) 
dE, dE de ai 
es da Fi Le s)=0, 


et elle se réduit à l'équation (4) en vertu de (F”). 

La surface (®) jouit donc de la propriété de toucher 
ou d’envelopper les surfaces en nombre infini, dont la 
série est donnée par la variation continue du paramètre 
« dans l’équation (F). On donne en conséquence à celles- 
ci le nom d'enveloppées et à la surface qui les touche 
le nom d’enveloppe. Chaque caractéristique est la ligne 
de contact de l'enveloppe avec une enveloppée. 

Il peut arriver que les caractéristiques deviennent 
imaginaires, quand le paramètre « a dépassé certaines 
limites, quoique, pour les mêmes valeurs de «, l’équa- 
tion (F) continue de représenter des surfaces réelles, qui 
alors ne sont plus touchées par l'enveloppe, etauxquelles 
la dénomination d’enveloppées ne s'applique plus que 
par extension. Ce cas est analogue à celui que nous 
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avons signalé en traitant de l’enveloppement des courbes 


_planes [184]. 
Le système des équations (F), (F”), et 
PF" 
Es == 0}, (F") 


quand elles ne sont pas inconciliables, détermine le 
point où une caractéristique est rencontrée par la 
caractéristique infiniment voisine ; et l'élimination de 
« entre ces trois équations donne les deux équations 
de l’arête de rebroussement de la surface enveloppe 
décrite par le mouvement de la caractéristique [2461]. 
Enfin, si l’on joint à (F), (F”), (F”) 
BF 
A — O, 


on peut chasser « et déterminer individuellement les 


EU 


coordonnées x, y, z d’un point situé sur l’arête de re- 
broussement , et qui esten général un point singulier de 
cette arête. 

258. Considérons maintenant l'équation d’une sur- 
face . 

F(x, 7, a,8)=o, [F1 
dans laquelle entreraient deux paramètres arbitraires «, 
6 : il n’y a pas lieu de supposer que ces deux paramètres 
varient à la fois et indépendamment l’un de l’autre, car 
cela ne conduirait à aucune conséquence géométrique ; 
mais on peut naturellement admettre qu'il y a entre «, 
B une relation 8 — x, au moyen de quoi l’équation 
précédente devient 

F(z;y,2,a,pa)=o. 

On peut présentement faire varier le paramètre +, ce 
qui engendrera une série d’enveloppées et une surface 
enveloppe correspondante. Comme la fonction + est arbi- 
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traire , chaque forme qu’on lui assignera déterminera un 
système de surfaces enveloppées, ayant son enveloppe 
particulière. 

D'ailleurs, comme l’équation | F | renferme deux va- 
riables indépendante x, y, il est permis de la différen- 
ter par rapport à chacune de ces variables, ce qui 
donne 


AP dE dE. dE | 

EP POP, EU Na | [F] 

l'élimination de «, B entre les équations [F1 et [F] 

conduit à l'équation aux différences partielles du pre- 
mier ordre | 

f(&; T2: Pr9) 0; () 

et toutes les surfaces enveloppées données par l'équation 

[F], comme aussi toutes les surfaces enveloppes don- 


nées par l'élimination de « entre les deux équations 


diFfr ie frs; 
nn mp) EEE) ((t) 


jouissent évidemment de la propriété de satisfaire à l’é- 
quation ( f). 

C'est ici que se rompt le fil de l’analogie entre la 
théorie de l’enveloppement des courbes planes et celle 
de l’enveloppement des surfaces. Effectivement, nous 
avons vu que les courbes enveloppées et la courbe enve- 
loppe satisfont à la même équation différentielle à deux 
variables, dans laquelle le paramètre variable n’entre pas; 
mais il y a une infinité d’enveloppées pouruneenveloppe, 
et par conséquent l'équation commune aux envelop- 
pées satisfait d’une manière plus générale à l'équation 
différentielle que ne le fait l'équation de l’enveloppe. Au 
contraire , l'équation | F | satisfait à l'équation (f) aux 
différences partielles, dans laquelle les paramètres «, 
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n'entrent pas, avec moins de généralité que ne le fait 
le système des équations ((F)) ; puisque toutes les surfaces 
données par l'équation [F] sont des surfaces de même 
espèce, qui ne diffèrent que par les valeurs numériques 
des paramètres «, 6; tandis que les surfaces qui sont 
données par le système des équations ((F)) varient d’es- 
pèce selon la forme assignée arbitrairement à la fonc- 
tion ©, et ne sont unies entre elles que par un caractère 
de famille, celui de.satisfaire à une même équation 
aux différences partielles. 
Si l’on élimine x, B entre l'équation [F] et ses deux 
dérivées par rapport à «et à 6, 
dE dF 
Ta 0) dE 

on à une équation en x, y, z seulement 
NACRE Fan (W) 


qui satisfait encore à l’équation (f); et la surface (W°) 


—= © ; 


jouit de la propriété de toucher tu d’envelopper, non- 
seulement les enveloppées [F], mais encore les envelop- 
pes ((F)). Cette enveloppe générale et individuellement 
déterminée correspond à la courbe enveloppe, détermi- 
née individuellement, d’après la théorie de l’enveloppe- 
ment des courbes : et l’équation (4°) qui satisfait à l’équa- 
tion (.f), sans pouvoir rentrer dans le système ((F)) par 
une détermination convenable de la fonction arbitraire o, 
est une de ces intégrales singulières dont on a annoncé 
l'existence [167|, et sur lesquelles nous devons revenir 
en traitant de l'intégration des équations aux différences 
partielles. 

259. Les remarques du n° précédent , au sujet de l’in- 
détermination de la fonction © qui entre dans les équa- 
üons ((F)), mdiquent la liaison de la théorie de Penve- 
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loppement des surfaces avec celle du groupement des 
surfaces par familles qui a fait l’objet spécial du précé- 
dent chapitre; mais cette liaison sera rendue plus sen- 
sible au moyen des considérations suivantes. 

Au lieu de concevoir qu’on élimine « entre les équa- 
tions ((F)), pour obtenir l'équation de la surface en- 
veloppe qui correspond à une forme particulière de la 
fonction o, prenons ces équations simultanément, de ma- 
nière qu’elles représentent la caractéristique qui corres- 
pond à cette forme particulière de ® et à une valeur 
particulière de «. Mettons de plus la seconde de ces 
équations sous la forme 

dE dl 000 

de —+- dy + pax—0: 
comme les variables x, y, z ne sont pas comprises sous 
les signes ©, ®’, on voit que les équations de la caracté- 
ristique se trouvent composées de la même manière en 
x, y, z, quelle que soit la forme assignée à la fonction 
®. Par conséquent, cette caractéristique peut être consi- 
dérée comme la génératrice qui décrit à volonté l’une 
quelconque des surfaces enveloppes ((F)), en changeant 
de position dans l’espace ou même de forme suivant une 
loi déterminée pour chaque enveloppe par la forme de 
la fonction ©; mais de manière toutefois que la compo- 
sition en x, y, z des équations de la génératrice ne 
change pas. De là le nom de caractéristique donné par 
Monge à la ligne dont il s’agit, parce qu'elle imprime 
un caractère de famille à toutes les surfaces comprises 
dans le AU ((F)), et qui jouissent de la propriété 
de satisfaire à l'équation ( f). 

Au point de vue analytique, la description d’une 
surface par la génératrice dont les équations sont 
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F(z, Ps Z5%) px) == 0 ) F, (rar Zz, 4; pa)—=0 ; (b) 
n'est qu'un cas particulier de la description par une 
génératrice dont les équations prendraient la forme 
F{x,7,2,a;qu,p'a)—0o, Fix, y,2;a, ça, wa) — 0. (b,) 
Le second système n’a pas, dans sa signification, plus 
d’étendue que l’autre, à cause que la fonction v' est dé- 
terminée par cela seul qu’on assigne la fonction o : seu- 
lement, si les fonctions F, F. sont Done on peut 
tirer de équations (b) 


ENT); px A A ; 


f(x, 7, 2)=9 lt f(x, 7,2)], 
f; f désignant des fonctions connues; tandis que Pélimi- 
nation ne sera praticable entre les équations (b,) qu’a- 


et par suite 


près qu’on aura particularisé la fonction o : ce qui em- 
pêche d'exprimer par une seule équation toutes les 
surfaces de même famille que le système (,) repré- 
sente, à la faveur de l’indétermination du signe ©. 

Si maintenant on suppose que la fonction F ne con- 


tient pas p'«, et que l’on a 

RE 
Fe da do e ® [0.4 ’ 

on retombe encore sur un cas particulier de description 

qui est celui dont nous nous occupons dans ce chapitre: 

la génératrice prenant le nom de caractéristique, et 

étant donnée par l'intersection de deux enveloppées 

infiniment voisines. 

260. La même enveloppe peut avoir des caractéristi- 
ques différentes, ce qui revient à dire que la même 
surface peut avoir diverses génératrices, et par suite ap- 
partenir à la fois à diverses familles [242]. 


Mais sans sortir de la même famille de surfaces, ca- 
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ractérisée par la même équation aux différences par- 
tielles, on trouve que la même enveloppe peut corres- 
pondre à une infinité de systèmes différents d’enveloppées; 
ou que la caractéristique, dont le mouvement engendre 
la surface enveloppe, et qui est donnée par l'intersection 
de deux enveloppées consécutives, peut rester la même, 
quoique les surfaces qui se coupent soient différentes. 

Pour en donner un exemple bien simple, imaginons 
un plan qui se meuve en touchant constamment lenve- 
loppe suivant une caractéristique : ce plan engendre 
une surface développable, dans l'équation de laquelle 
entrent « et ox; de sorte que, si l’on y fait varier «, on 
obtient une suite de surfaces développables tangentes 
à l’enveloppe, et dont deux quelconques consécutives se 
coupent suivant une des caractéristiques. Donc, si 
l’on suppose que la surface développable change sans 
cesse de forme et de situation dans l’espace en vertu de 
la variation continue du paramètre «, elle aura la même 
enveloppe que le système des enveloppées primitives. 
Monge l'appelle lerveloppée développable. On pourrait 
imaginer une infinité d’enveloppées différentes, ayant les 
mêmes caractéristiques et la même enveloppe. 

Ceci se voit aussi facilement par l'analyse. En effet, 
puisque la fonction +, dans le système des équations ((F)), 
peut être particularisée d’une manière quelconque, il 
est permis de poser, par exemple, 

ga == a + bu, 
a et Ü étant d’autres constantes quelconques, ou bien 
encore 
pa = a + aba , 
y désignant une autre fonction quelconque. On pourra 
alors éliminer & entre les équations ((F)), et l’on aura l’é- 
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quation d’une enveloppe de la forme 
D(x,J,7;4a, a) —0 . 

Or, rien n'empêche d'attribuer à ÿ une forme arbitraire 
quelconque, puis de faire varier le paramètre & d’une 
manière continue; on reproduit ainsi une série d’enve- 
loppées, distincte de la série des enveloppées primitives, 
et dont néanmoins les enveloppes jouissent de la pro- 
priété de satisfaire à l’équation (f); ce qui suppose 
qu'elles ont avec les nouvelles enveloppées les mêmes 
lignes de contact qu'avec les enveloppées primitives. 

261. Un exemple éclaircira tout ce qui précède, L’é- 
quation 

4) +(r-8}f+r=K, (3) 
quand on y considère «, 8 comme des paramètres sus- 
ceptibles de varier sans discontinuité, appartient à une 
infinité de sphères, qui toutes ont leur centre dans Île 
plan «y et le même rayon R. Cette équation, différen- 
tiée par rapport aux deux variables indépendantes x, y, 
donne 

THE pr—=O0, Y—P$ +93 —0 ; 
et l'on en déduit l'équation aux différences partielles 
2 
: 1tp+g=t, (2) 
à laquelle satisfont toutes les surfaces sphériques repré- 
sentées par l'équation (r). 

Les paramètres «, 8 désignent ici les coordonnées du 
centre de la sphère. Si l’on établit la liaison arbitraire 
B—va, ce sera faire la même chose que si l’on traçait arbi- 
trairement dans le plan x y la courbe que doit décrire 
le centre de la sphère mobile. L’enveloppe de toutes les 
sphères de même rayon, qui ont leur centre sur la 


. * , < 4 . . . 
courbe ainsi tracée, est un canal, à section circulaire 
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constante, qui à pour axe ou pour {one médiane la 
courbe tracée arbitrairement. Toutes les surfaces de la 
famille des surfaces-canaux, parmi lesquelles le cylin- 
dre droit se trouve compris, sont donc représentées par 
le système des deux équations 
(a—0) + (y—v0) + 2° —=R?, 3 
za + (pa) gl 0, G) 
_et elles jouissent de la propriété de satisfaire à l’équa- 
tion (2), aussi bien que les sphères qu’elles enveloppent. 
En effet, la propriété géométrique exprimée par l’é- 
quation (2) consiste en ce que le cosinus de l’angle de 
la normale avec l’ordonnée 3 a pour valeur numérique 


z : 
[237 +, ou bien en ce que la normale vient couper 


la ligne médiane du canal, ce qui est un caractère évi- 
dent des surfaces de cette famille. 

Le système des équations (3), quand on n’y considère 
plus « comme un paramètre à éliminer, détermine la ca- 
ractéristique correspondante à la valeur « du paramè- 
tre : cette caractéristique, donnée par l'intersection 
d’une sphère et d’un plan qui passe par le centre de 
la sphère, est un grand cercle de la sphère. 

Quand on joint aux équations (3) la dérivée du se- 
cond ordre 

O—ga)g'a—i— (pa) 0, (4) 
et qu’on élimine « entre les trois équations, après que 
la fonction © a été particularisée, on a en x, y, z les 
équations de larête de rebroussement de la surface en- 
veloppe. 

Si l’on élimine «,8 entre l'équation {1) et ses dérivées 
par rapport à a et à f, 


X—azK Y—$Î—=0o, 
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l'équation résultante z'—R", où z— ER satisfait en- 
core à l'équation (2). La surface qui touche à la fois 
toutes les enveloppées, et toutes les enveloppes com- 
prises dans le système des équations (3), ou l'enveloppe 
générale de toutes les surfaces qui satisfont à l'équation 
(2), se réduit donc au système de deux plans, parallèles 
à celui des xy, comme cela était évident avant tout 
calcul. | | 
Si l’on pose, dans les équations (3), pa—aa—b, et 
qu'après la substitution on élimine le paramètre «, il 
viendra pour équation résultante 

(y—ax—b} 
one 


équation d’un cylindre circulaire dont le rayon est R, 


EAN (3) 


et dont l'axe, compris dans le plan x y, a pour équation 


y—=ax+0b. Effectivement, nous avons déjà remarqué 
qu’un tel cylindre est compris dans la famille des sur- 
faces-canaux qui peuvent envelopper Pespace parcouru 
par une sphère de même rayon, dont le centre mobile 
décrit une ligne sur le plan xy. Et de même on peut 
faire mouvoir l’axe du cylindre dans ce plan, de ma- 
nière que l’enveloppe soit l’une quelconque des surfaces- 
canaux représentées par le système des équations (3), 
ou l’une quelconque des sphères données par l'équation 
(1). Pour faire mouvoir le cylindre de manière que l’en- 
veloppe soit une sphère, il suffit de donner à laxe un 
mouvement de rotation autour de l’un de ses points pris 
pour centre fixe. Ÿ 

Le cylindre (5). est l’enveloppée développable dont il 
a été question plus haut. 

262. Pour exprimer que nous établissions une Haison 


entre Îles paramètres «, B, nous avons écrit f—o, 


je € 29 
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mais 1] aurait été plus général d'exprimer cette liaison 
par l'équation 
Déc. eee (&) 
et alors le système des deux équations ((F)) se serait 
trouvé remplacé par un système de quatre équations 


— 


dF dE 
F(x,7,3,%,B)—o, Te da + di—o, 


E 
do do 
D(a, f)—o, PAR Tia ne , 


Cette notation plus compliquée est même la seule qui 
soit aussi complète que la généralité de l'analyse le re- 
quiert. Rien n'empêche, par exemple, de supposer que 
l'équation (©) prenne accidentellement la forme 
(a—h} + (B— 4} its (&,) 
h,k désignant des constantes : auquel cas on en déduit 
a—œh, B—#, sans qu'il soit possible de tirer de l’équa- 
tion (G,) une relation de la forme f— vx, à moins d’em- 
ployer des symboles imaginaires. C’est ainsi que, dans le 
système des équations (3), on ne peut pas particulariser 
la fonction ® de manière que ce système représente l’une 
des enveloppées sphériques, qui cependant sont com- 
prises parmi les surfaces jouissant de la propriété de 
satisfaire à l'équation (2). Sous ce rapport, on pourrait 
dire que le système (3) n'a pas la même généralité que 
l'équation (2), et qu'il faut y joindre, pour le compléter, 
l’équation générale des sphères enveloppées : mais ceci 
ne tient qu'aux limitations introduites par un mode de 
notation destiné seulement à rendre l'écriture plus 
concise; et les limitations disparaissent lorsqu'on donne 
aux notations la généralité qu'elles comportent. 
Cette remarque est si simple, que nous l'aurions né- 
oligée si elle ne faisait évanouir une difficulté à la- 


DES SURFACES ENVELOPPES. 451 


quelle Lagrange a semblé attacher de l'importance (*). 

* 263. Puisque l’équation ( f) subsiste pour des enve- 
loppées quelconques, elle subsiste aussi pour la ligne 
d’intersection de deux enveloppées, et peut être consi- 
dérée comme une équation différentielle à laquelle doi- 
vent satisfaire les coordonnées de cette ligne. Après 
qu’on a posé f—ou, les équations des deux enveloppées 
qui se coupent ne diffèrent plus que par la valeur du 
_ paramètre «; et sur la ligne d’intersection les valeurs 
de +, y, z sont les mêmes, mais celles de p, q varient 
en raison du paramètre «; ou, en d’autres termes, les 
deux surfaces ont, en chaque point de la ligne d’inter- 
section, des plans tangents inclinés l’un à l’autre. Mais 
si la ligne d’intersection se change dans la caractéris- 
tique, les deux enveloppées devenant infiniment voisi- 
nes, l’inclinaison des deux plans taugents s’efface, et 


lon a 
df a deg Aie 
DR TR , ou bien dp mr dq DR 4 "10 ; A 


car les coordonnées x, y, z, étant prises sur une ligne 
commune aux deux surfaces, ne varient pas en raison 
de «. D’un autre côté, si l’on différentie par rapport à 
a l'équation 


dz = pdx + qdy , (c) 
ona, par la même raison, 
d, 
o = de + Lay | (c') 


dp di 
L'élimination de Æ, A entre les équations (f) et 


(ce) donne 


(*) Lecons sur le calcul des fonctions, 2° édit, p. 372 et 374. 


20. 
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équation différentielle à laquelle doivent satisfaire les 
coordonnées de la caractéristique, en même temps 
qu’elles satisfont à l'équation ( f‘). } 

Dans l'exemple qui nous occupe, on trouve 


meute: à Les 
dp API dq + 


et par suite 

pdy — gdx = 0 ; 
ce qui exprime que les caractéristiques des surfaces-ca- 
naux sont en même temps les lignes de plus grande 
pente de ces surfaces [126]. 

Les équations (c) et ( f") appartiennent à une carac- 
téristique quelconque, placée sur une enveloppe quel- 
conque; et les quantités p, 7, qui entrent dans ces équa- 
tions, spécifient pour chaque point (x, y, z) la 
caractéristique menée par ce point. Donc, si l’on élimine 
p, 9 entre les trois équations ( f ), (e) et (f”), l’équation 
résultante appartient à la courbe qui est touchée par 
toutes les caractéristiques, ou à l’arête de rebroussement 
de la surface enveloppe. 

On trouve ainsi que les coordonnées de l’arête de re- 
broussement des surfaces-canaux doivent satisfaire à l’e- 


quation différentielle 
dx® + dy° + d? = (dx? + dy°) . 


Cette arête de rebroussement peut d'ailleurs se ré- 
duire à un point, ou même devenir imaginaire. Posons, 


par exemple, 
ou — LR, — RARE 
l’équation (4) se réduit à y —0; et de la seconde équa- 


Has 
(Ed 
C2 


DES SURFACES ENVELOPPES. 
tion (3) qui devient alors 

VB — y 0 , 
on tire aussi x—0; enfin ces valeurs de x et de y, subs- 
), donnent pour la 


24 


tituées dans la première équation (3 
valeur correspondante de J’ordonnée z, 

x z—=+l'R R;; 
de sorte que l’arête de rebroussement se réduit à deux 
points situés sur l’axe des z, dans le cas de R>R ,à 
un seul point (qui est l’origine des coordonnées) pour 
R=—R , et finalement devient imaginaire silonaR<R, 
auquel cas la surface décrite est un anneau proprement 
dit [2361. 

264. Montrons maintenant comment on peut déter- 
miner la fonction arbitraire ©, de manière que la surface 
assignée par le système des équations ((F)) passe par 
une courbe donnée 

LOS VS 5 EE 0, (f) 7} ff 

fr (res 0x (f,) | M Pas) 
Pour cela il faut que la tangente à cette courbe se trouve 
constamment dans le plan tangent à l’enveloppée et à 
l’enveloppe au point (x, y, z). Soient 

—2—=p(i—x) + g(n—7r) 
l’équation du plan tangent, et 

re), nr td 

les équations de la tangente à la courbe (f, f) : p, g sont 
des quantités données en fonction de x, y, 3, 4, o«, au 
moyen de la première .équation ((F)); tandis que 
dx dy 
différentiation des équations (f), (£), Cela posé, la con- 
dition que l’on vient d’énoncer établit entre #, y, 4, &, oc 


sont des fonctions de x, y , z fournies par la 
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une liaison exprimée par l’équation 
P : sn D — ri (d) 
Après qu'on en aura chassé x, y, z au moyen de l’é- 
quation de l’enveloppée et de celles de la courbe, elle 
deviendra de la forme 

(a, va) —0, ; (©) 
et déterminera par conséquent la fonction o. 

Si cette fonction devait être assignée d’après la con- 
dition que l'enveloppe correspondante touchât la surface 
(£), on tirerait de (f) les valeurs de Sn gen 190 
et l'équation (d) se trouverait remplacée par 

dz “42 
PECS Fra ESS dy 


les valeurs de p,g étant censées données, comme tout 


ii (e } 


à l'heure, en fonction de x, y, z, 4, ox, par la différen- 
tiation de l’équation de l’enveloppée. On joindrait en- 
suite l’équation de l’enveloppée aux équations (f) et (e), 
et l’on éliminerait x, y, 3 entre ces quatre équations, ce 
qui donnerait la relation cherchée (t) entre x et pu. 
La fonction © déterminée, on aura par la différen- 
tation la fonction 9’, et l’on pourra substituer dans les 
équations ((F)) les valeurs en « de ox, o'«, puis élimi- 
ner &, afin d’avoir en x, y, z l'équation de l’enveloppe 
cherchée; ou (ce qui revient au même) on peut joindre 
à l'équation (G) sa dérivée 
MT Vi, (©) 
et procéder d’une manière quelconque à l'élimination de 
a, pa, va entre les quatre équations ((F)), (&), (& ). 
265. Proposons-nous comme application de détermi- 
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ner la fonction © qui entre dans le système des équa- 
tions (3), de manière que la section de la surface du ca- 
nal par le plan xz:soit l’ellipse 

a? 24 ; 
+ EN (e) 
a? nr b? ( ) 
l'équation (4) deviendra 


à La "à 


x æ ? 


et l’on aura pour l'équation (©) 
(pa } ab #44 R€ 
MT cb 0 1e 
On peut remettre $ à la place de a: «x,8 désignant 
alors les coordonnées courantes, parallèlement aux axes 
des x et des y, de l’axe curviligne ou de la ligne médiane 
du canal dans le plan xy. Selon qu'on aura a < ou >b, 
l'équation de cette ligne 
a” din LE PR 
Pa TER Fa 
appartiendra à une ellipse ou à une hyperbole. Nous 
supposons à < R, afin d'éviter la difficulté qui naïtrait 
de ce que la courbe (6) ne resterait pas comprise dans 
toute son étendue entre les deux plans 2=ÆR qui li 
mitent les surfaces données par le système des équa- 
tions (3). 

Il est d’ailleurs évident que la courbe (6) ne doit dé- 
terminer la courbe (7) que dans la portion de son cours 
comprise entre les droites8—ÆR ; ou, en d’autres ter- 
mes, que l'intersection de la surface enveloppe par le 
plan æz ne change pas, quel que soit le tracé de la ligne 
décrite par le centre de la sphère enveloppée sur le plan 
xy, dès que le centre de la sphère est à une distance 
de l'axe des x plus grande que son rayon. Ainsi l’équa- 
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tion (6) ne peut donner la fonction arbitraire © dans 
toute l'étendue de son cours qu’autant qu’on admet que 
cette fonction o est algébrique et conserve dans tout son 
cours la même expression algébrique, remarque ana- 
logue à celle que nous avons déjà faite à l’occasion des 
surfaces de révolution [256]. 

266. On peut admettre que l’équation d’une enve- 
loppée contient trois paramètres arbitraires «, B,7, et 
devient de la forme 

F(xz,Y,23;,a;ox, Va) —0, 
après qu'on a posé 8— px, y—%x. Le système de cette 
équation et de sa dérivée 


He) idalu RO | 
appartient à un ordre de surfaces enveloppes, dont cha- 
cune est déterminée individuellement après qu’on a as- 
signé les fonctions ©, d. Il n’y a pas plus de difficulté à 
supposer que l'équation de l’enveloppée renferme un nom- 
bre quelconque de paramètres variables , liés entre eux 
d’une manière arbitraire : mais nous nous bornerons à 
considérer le cas où l’enveloppée est un plan en mouve- 
ment dans l’espace suivant une loi quelconque. 

Soient donc 


= à + x qu + yya (g) 
l'équation du plan mobile , et 
1+xpax +y Ya 0o (g”) 


sa dérivée par rapport à « : le système des équations 
(2), (g”) est propre à représenter une surface dévelop- 
pable quelconque. On en déduit p—ox,g—x, et par 
suite : | 
g—=gte—pa—gr), (A) qg=v(epr gr), 
ou 
D(p,qg;2-1pr—q7y)=0 ; 
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ce qui mène aux équations déjà trouvées [168 e4 245] 
Pre 09 iL) rt—S$ —0o. (#) 
* 267. La caractéristique donnée par le système (2), 
), pour chaque valeur de «, est une ligne droite. On 
aura [ 263 | une équation différentielle de cette caracté- 
ristique, si l’on différentie léquation (4) en y regardant 
P, 4 comme variables, ce qui donne dp —1q. dq, et 
si l’on chasse dp, dg au moyen de l'équation 
dpdx +- dgdy =0o , d’où pdy —W'g dx = 0 . (2) 
2) ; dy | 
L’équation ( /) exprime que le rapport a St fonction 
des seules quantités p, q ; ce qui résulte en effet de ce 
que le même plan touche la surface développable en 
tous les points de la caractéristique. Cette équation ren- 
ferme un signe de fonction arbitraire; mais, en s’élevant 
au second ordre , on aurait une autre équation différen- 
uelle de la caractéristique, où le signe IT n’entrerait pas. 
En effet, puisque l’équatiqn (4) appartient à toute sur- 
face développable (quoique les fonctions r, $, € varient 
d'une surface à l’autre), lorsque deux surfaces dévelop- 
pables se touchent suivant une caractéristique commune 
aux deux surfaces, on doit avoir , pour les points situés 
sur cette ligne, 
tdr — 2sds + rdt — 0 . (4) 
En vertu des équations (2), (2°), le plan tangent ne 
change pas avec les coordonnées x, y, z,‘pour les points 
situés sur la caractéristique, d'où 
dp —rdrybisdi,0t, da =; sdr id. 0% 
et, par suite d’une nouvelle différentiation, 
drdx + dsdy = 0, dsdx + didy = 0 . 
Aa moyen de ces deux dernières équations on chassera 
de (4) les différentielles dr, ds, dt, et il restera, pour 
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l'équation différentielle de la caractéristique, 
rdx* + 2sdxdy + tdy° —0o, (2) 
. ù AB À L 
ou plus simplement, en vertu de l'équation (4), 
Ur .dx + Vt. Aro - 
Pour obtenir les équations de l’arête de rebroussement 


de la surface développable, il faut joindre aux équations 


(2), (g°) la dérivée du second ordre 


xga + yŸ'(o) 0 , ED 
et éliminer ensuite &. On a une équation différentielle 
à laquelle doivent satisfaire les coordonnées de la même 
ligne, en éliminant p, q entre les équations (7), (7), 
auxquelles on joint dz — pdx au qgdy. Ceci conduit 
à une équation I, (dx, dy, dz)—0o: la fonction IF, ne 
pouvant être déterminée qu'après qu'on a assigné la 
fonction II dont elle dérive. 
268. Proposons-nous maintenant de déterminer les 
fonctions o et Ÿ, de manière que la surface développable 
passe par deux courbes données 


D MÉRNEN ATEN (fi) ere nn DD ie 0 (f) (. f,) 
HAL Mae OS) Uarf) LORS M, 2) == 04 LD dus 
Un calcul identique à celui du n° 264 , répété pour cha- 
cune des deux courbes directrices, donnera deux équa- 
tions de la forme 

Dix, pa, Va)—0 , (&)) Gfa, ga, Va) 0 ; (Gi) 
et en les résolvant on aura les fonctions © et Ÿ qui pour- 
raient être substituées dans les équations (2), (g'); de 
manière qu'il ne restât plus qu’à éliminer « pour avoir 
en x, y, z l'équation de la surface développable deman- 
dée. Mais, pour éluder la résolution des équations (%:), 
(G), on peut y joindre leurs dérivées 


DES SURFACES ENVELOPPES. 459 
d&, dw, , oui : A 
PE AGREE A dr (a) 
do, (0) 4 dw, 0 / 

ru 2, ga + Musso, (D) 


da de dy 
et procéder à l’élimination des cinq variables 4, ox, o'a, 
da, V'« entre les équations (2), (g”), (&,), (@.),(&",) 
et (&”,).- 

Si les fonctions ©, 4 devaient être déterminées d’a- 
près la condition que la surface développable touchât 
les deux surfaces ( f.), (7, ), on répéterait pour chacune 
de ces surfaces le calcul indiqué dans le n° cité; et l’on 
arriverait à deux équations en «x, y, 3 qui pourraient 
être prises pour les équations ( f.), ( f ); après quoi 
le caleul s’achèverait comme dans le premier cas. 

269. On sait que, lorsqu'un corps opaque est éclairé 
par un corps lumineux de dimensions finies, les deux 
nappes d’une surface développable, tangente aux surfa- 
ces des deux corps opaques et lumineux, limitent dans 
l’espace l'ombre et la pénombre. Comme cette applica- 
tion donne plus d'intérêt au dernier problème dont nous 
venons d'indiquer la solution, nous ne négligerons pas 
quelques simplifications que l’on peut apporter à la mé- 
thode dans ce cas particulier. | 

L'équation du plan qui touche la surface (f:) au 
point (x, ,ÿ,, Z,) et la surface ( f, ) au point (x,,»,, 2.) 
est indifféremment 


B— 2 —=pi(r—t,) +9 (r—H)); (2) 


2 


ou 

2 — 2 Pa (t — 2) + GY — 73) : (2) 
Pi 9: étant donnés en fonction de æ,, ÿ;, 2 par la 
différentiation de l'équation 


ACT) ON Gif 
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et p,, g, en fonction de x,, y,, z, par la différentia- 
tion de léquation 


ÿ a (PTS 2) —0N (fa) 
On en conclut 
Bi Pr PS Qi VE TE PE GENS (o) 
et l’on a d’ailleurs 
Pi=Prs = Q: (P) 


Au moyen des équations ( /, ),(f,), (0), (p), au nombre 
de cinq, on chassera +,, y,, z,, et l’on déterminera y, z, 
en fonction de x, ; par suite de quoi l'équation (x,) pren- 
dra la forme 

2 L.QX1 HV. ŸX, + OT: . 
Il suffira donc d'éliminer le paramètre x, entre cette 
équation et sa dérivée par rapport à X, , 

O—L.9X, +y.Vx, + DZ, , 
pour avoir en x, y, z l'équation de la surface dévelop- 
pable demandée. 

S'il s'agit seulement de déterminer sur le corps opa- 
que, dont nous supposerons que l'équation soit ( /,), 
les lignes de contact avec la surface développable qui 
l'enveloppe , ou les lignes qui séparent la pénombre de 
l’ombre pure et de la partie complétement éclairée, on 
se contentera de chasser x+,,7,, z, des équations ( f, ), 
(o), (p) : l'équation résultante 

É (Lis Ji Gr) 
combinée avec l’équation (/;), déterminera le système 
des lignes de contact. 


mr © QQ EEE — —— 
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CHAPITRE IX. 


DES DÉVELOPPÉES EN GÉNÉRAL, 


270. On a vu [232] que les droites d’intersection de 
deux plans infiniment voisins, normaux à une ligne à 
double courbure, ou les droites menées par les centres 
de courbure de cette ligne, perpendiculairement aux 
plans osculateurs correspondants, ont une ligne enve- 
loppe, conjuguée à la courbe proposée en ce sens qu’elles 
échangent mutuellement leurs flexions aux points corres- 
pondants : la première flexion de l’une étant la seconde 
flexion de l’autre, et réciproquement. Nous devons 
ajouter maintenant que cette ligne enveloppe est l’arête 
de rebroussement d’une surface développable qui aurait 
pour génératrice la droite mobile, constamment déter- 
minée par l’intersection de deux Éo infiniment VOISINS, 
normaux à la courbe proposée. 

Nous disons, de plus, que cette surface développable 
est le lieu de toutes les développées, en nombre infini, 
que la courbe proposée est susceptible d’avoir. 

Reportons-nous en effet aux premières notions géo- 
métriques qui servent de point de départ à la théorie 
des développées. D'abord on conçoit qu'un cercle peut 
être décrit par l'extrémité mobile d’une droite de lon- 
oueur constante, dont l’autre extrémité est fixe, non- 
seulement quand l’extrémité fixe coïncide avec le centre 
du cercle, mais encore lorsqu'on prend pour cette ex- 
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trémité fixe l’un quelconque des points de la droite éle- 
vée par le centre du cercle, perpendiculairement à son 
plan. On énonce ce fait en disant que chaque point de 
la droite estun pdle du cercle et de tous les cercles con- 
centriques situés dans le même plan. La droite à laquelle 
les points appartiennent prend le nom de {one des pôles. 

Passons de la considération du cercle à celle d’une 
courbe plane quelconque. Traçons la développée de la 
courbe dans son plan, et construisons la surface cylin- 
drique dont cette développée serait la section droite 
[248] : un point quelconque v de la génératrice pv, qui 
passe par le point u de la développée, correspondant au 
point 72 de la développante, peut être considéré comme 
le pôle du cercle osculateur en »#, dont un arc infini- 
ment petit se confond avec Parc infiniment petit #72, de 
la courbe développante. La droite z#v touche le cylindre 
en y, car sa projection 74 sur le plan de la développée 
touche la développée en w. Si l’on fait mouvoir le plan 
tangent dans lequel elle est comprise, de manière qu'il 
ne cesse pas de toucher la surface , le prolongement de 
la droite »#v vient rencontrer les génératrices consécu- 
tives en des points VESNAENA SUR ER correspondant aux 
points m,, {lu , W3,.... de la développée, et aux points 
My Ms M3s.... de la développante. On trace ainsi 
sur la surface du cylindre une courbe wv,v,v3.... dont 
les tangentes font un angle constant avec les géné- 
ratrices, et qui se transformerait en ligne droite si 
la surface cylindrique était étalée sur un plan. Or, les 
points v, ,v,, v3,... sont des pôles des cerclesosculateurs 
de la développante aux points 77,,m,, m3...; et les 
arcs infiniment petits, pris sur ces cercles, se confondent 
avec les arcs infiniment petits de la courbe développante. 
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Donc les arcs #m,, mm,, m,m,,... peuvent être suc- 
cessivement décrits, d’abord du point y comme pôle avec 
le rayon vr, puis du point y, comme pôle avec le rayon 
v,M,, puis du point v, comme pôle avec le rayon y,72,, 
et ainsi de suite. Donc, si l’on développe un fil préalable- 
ment enroulé sur la courbe sv, v,v3... (le prolongement 
rectiligne de ce fil aboutissant à la développante en 72, et 
se trouvant perpendiculaire à l'élément mn,), l’extrémité 
du fil décrira d’un mouvement continu la courbe plane 
mmM,Mz.... sans cesser d'être perpendiculaire à 
l'élément actuellement décrit. Par conséquent la ligne à 
double courbure vv,v,v3.... peut, aussi bien que la 
courbe plane uu.u,us ...., être regardée comme une 
développée de la courbe plane z#7m,m,m3... 

On a pu mener la droite 2v de manière à rencontrer 
en un point quelconque et sous un angle quelconque la 
génératrice qui passe par le point y. : une courbe plane 
a donc une infinité de développées à double courbure, 
toutes situées sur la surface cylindrique qui est le lieu 
des pôles de la développante, et qui a pour section droite 
la développée plane. Toutes ces développées ont la pro- 
priété caractéristique de couper les génératrices sous 
un angle constant, et de se transformer en lignes droites 
quand on étale la surface cylindrique sur un plan. 

271. Considérons enfin une ligne quelconque à double 
courbure 7nm,m,mM3... ainsi que fa surface développa- 
ble qui a pour génératrice la droite d’intersection de 
deux plans normaux infiniment voisins. Le plan normal 
en 2 touche cette surface suivant une génératrice uv , le 
point y étant le centre de courbure de la ligne donnée, 
qui correspond au point 72. Par le point 72 menons ar- 
bitrairement dans le plan normal à la courbe et tangent 
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à la surface une droite qui touche la surface en un point 
quelconque » de la génératrice wv. Si l’on fait mouvoir 
le plan dans lequel cette droite est comprise, sans qu’il 
cesse de toucher la surface développable et d’être nor- 
. mal à la courbe proposée, le prolongement de la droite 
my viendra rencontrer les génératrices consécutives aux 
points v,, v,,v3,... et s'appliquer sur [a surface suivant 
une courbe vy,v,y3.... qui jouira inversement de la pro- 
priété de se transformer en ligne droite lorsqu'on étalera 
la surface développable sur un plan. Les points v,,v,, 
v3.... sont les pôles des cercles osculateurs de la courbe 
proposée aux points correspondants 72,, /Mm,, M3,.... 
qui ont pour centres de courbure u,, t,, u3,...,etaux- 
quels se rapportent les génératrices v,1,, v,u, ,vaus… D'où 
il faut conclure, comme dans le cas particulier envisagé 
d'abord, que la courbe vv,v,v3.... est une développée 
de la proposée. On a pu choisir arbitrairement le point 
initial y sur la génératrice pv; et ainsi la courbe propo- 
sée a une infinité de développées, toutes situées sur la 
surface développable, définieen commencant, et que, pour 
cette raison, nous appellerons la surface des pôles. Le 
caractère distinctif de toutes ces développées est de se 
transformer en lignes droites lorsque la surface déve- 
loppable s'étale sur un plan. | 
On'a vu [235] que la ligne des centres de courbure, 
quoique située sur la surface des pôles, n’est pas une 
développée, à moins que la proposée ne soit plane. 
273. Pour avoir en £,n, €, l'équation de la surface 
des pôles, il faut chasser x, y, z et leurs différentielles 
des deux premiers ordres, des équations 
(Ex) dx + (n—y) dy + (—s) d3= 0, | a) ; 
Ex) x + (n—y) dy + (K—2) dz— ds —o, F 
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au moyen des équations de la courbe proposée et de 
leurs dérivées des deux premiers ordres [232]. L'équa- 
tion (£) du n° suivant exprime que la tangente à la 
développante au point (x, y, z) coupe à angles droits 
la tangente à la développée au point correspondant 
(E, n, (): ce qui résulte d’ailleurs, sans calcul, de ce que 
le plan normal à la développante en (x, y, z) touche la 
surface des pôles suivant la génératrice passant par le 
point (6, n, 6). 

Si les variables £, n, € désignent plus spécialement 
les coordonnées courantes de l’une des développées, il 
faudra qu’elles satisfassent aux équations (4), et, de plus, 
qu’elles soient liées par la condition que le rayon mené 
du point (£, n,6 ) de la développée au point correspon- 
dant (x, y, z) de la développante, touche la développée. 
Cette condition s'exprime par la formule 

a Û 

ip PSE 

Lorsqu'on a chassé r, y, z et leurs différentielles des 
équations (æ)et (b), au moyen des équations de la dé- 
veloppante, il reste deux équations en Ë, 1,6, dE, dn, de, 
communes à toutes les développées. L'intégration de ces 
équations amènerait deux constantes arbitraires dont les 
valeurs particularisent chaque développée [163 et 165]. 

274, Prenons pour développante l’hélice définie par les 
équations (2) du n° 234: les équations (4) deviendront 
ësinp—ncosp—a(—ahRy),E cosp+nsin?g——#R, (c) 
et elles donneront 


E+n—atR +a(t—aRe}, 


EVER 
nr a'R’ 


\ 


d'où 
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Cette valeur de ©, substituée dans l'équation (c), donne 
pour l'équation de la surface des pôles, 


aR+ ( cos Rain) PE Re — 
=æ+ (cos msi ) sin Vas NEUR — 1. (d) 
a Re » 


On a vu | 235 | que l’arête de rebroussement de cette 
surface développable, identique dans le cas actuel avec 
la ligne des centres de courbure de la développante, est 
une autre hélice de même pas, ayant le même axe, si- 
tuée sur la même surface hélicoïde gauche [253], et dont 
les équations en Ë,n, € sont 
En COS pl n° asp, CG 2R9 - (9 
On donne à la surface développable qui a pour arête de 
rebroussement une hélice, le nom de surface hélicoïde 
développable. 
Le radical qui entre dans l’équation (d) sous les signes 
sin et cos, devient imaginaire quand on suppose 
E+n < ak, (e) 
ou, d’après les équations (1), quand on prend le point 
(Ë,n,0) dans l’intérieur du cylindre sur lequel s’enroule 
l’arête de rebroussement de l’hélicoïde développable. Or, 
le sinus d'un arc imaginaire est imaginaire , tandis que 
le cosinus du même arc se change en exponentielles 
réelles [75]. Donc la surface hélicoïde développable ne 
pénètre pas dans l’intérieur du cylindre sur lequel s’en- 
roule son arête de rebroussement, et toutes les sections 
planes de cette surface éprouvent un rebroussement, 
aux points où elles rencontrent l’arète. 


RE 
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CHAPITRE X. 
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DE LA COURBURE DES SURFACES. 


$ 1%, Théorèmes de Meusnier et d’Euler. — Détermination des 
rayons de courbure principaux et des ombilics. 


275. Concevons une infinité de lignes, planes ou à 
double courbure , tracées sur une surface et concourant 
en un même point : elles auront au point commun des 
rayons de courbure différents, en nombre infini; mais 
néanmoins les valeurs de ces rayons de courbure seront 
liées les unes aux autres, et pourront être ramenées à 
ne dépendre que d’un petit nombre d'éléments. Nous 
allons procéder à cette réduction qui est un point capi- 
tal dans la théorie des surfaces. 

Soient 

2 f(x; 7) (& 
l'équation de la surface; (x, y, z) le point où concou- 
rent les lignes que l’on conçoit tracées sur cette surface : 
désignons par s l'arc de l’une de ces lignes, plane ou à 
double courbure; par s'le rayon de première courbure 
de cette ligne au point (x,y, z); par p le rayon de cour- 
bure de la section normale [237] ayant la même tangente 
et passant au même point ; par Ô l'angle des rayons o,p'; 
enfin par x’, y’, 3, x”,y', z les premières et les se- 
condes dérivées des coordonnées x, y, z par rapport à 
l'arc s pris pour variable indépendante : on aura, en diffé- 


rentiant deux fois de suite l’équation (2), . 


z'—=pz + gr, (2) 
j AN DT A GR ui rx? + 2 si ty" . ai 
30. 


468 . LIVRE IV. — CHAPITRE X. 
et les dérivées x”, y”, z' seront liées en outre par l’équa- 
tion de condition 
| L'H+Y + 277: . (1) 
Le rayon p qui coïncide avec la normale à la surface, 
fait avec les x, y, z des angles À, u, y qui ont respec- 
tivement pour cosinus [237] 
cs A int entree on | 
L'itp+g Vitp + VMirp +” 
d'autre part, le rayon p” fait avec les mêmes coordon- 
nées des angles dont les cosinus ont pour valeurs [228] 
PA PINS pee 

d'où l’on conclut, abstraction faite du signe de cos 6, 
et en vertu de l'équation (z”), 
y TX + 252 y + ty 

UVripPEg @) 
Les dérivées x’, y’, z' expriment encore , aux signes près, 
les cosinus des angles que forme avec les x, y, z la 
tangente à la ligne dont le rayon de courbure est b’: 
donc le facteur de 9” dans l'équation (2) ne change pas, 
quelle que soit cette courbe, pourvu qu'elle passe par le 
point de la surface que l’on considère, et que la direc- 
tion de la tangente en ce point ne change pas. En d’au- 
tres termes, on peut poser p —K cos 0, K étant une 
constante pour toutes les courbes tracées sur la sur- 
face, qui ont la même tangente au point de concours. 
Mais,quand l’angle6 s’évanouit , on ap -—$5 : doncK —», 
art gnpi 
rx"? + 2527" + ty" 
Ainsi le rayon de première courbure d’une ligne quel- 
cgnque tracée sur la surface, est ramené à dépendre du 
rayon de courbure de la section normale qui aurait la 


COS 0 — p 


D P'CUNT DR NO PES 


même tangente que cette ligne, et de Pinclinaison 0. 
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Lorsque la première courbe est plane, on l’appelle sec- 
aon oblique [237], et 9” devient la projection de p sur 
le plan de la section oblique. Le théorème exprimé par 
la formule (a) porte alors le nom de théorème de Meus- 
nier. On rend la signification de la formule plus géné- 
rale en l’étendant aux lignes à double courbure, ainsi 
que cela vient d’être expliqué. 

Il résulte du thécrème de Meusnier que, si lon dé- 
crit une sphère ayant pour centre et pour rayon le centre 
et le rayon de courbure d’une section normale, toutes 
les sections obliques ayant la même tangente que cette 
section normale ont pour cercles osculateurs au point 
commun les petits cercles qui sont les intersections de la 
sphère et de leurs plans respectifs. 

276. Pour simplifier la discussion des rayons de cour 
bure des sections normales, admettons d’abord que le 
plan des zy soit mené parallèlement au plan tangent à 
la surface , au point de concours des sections, ce qui 
revient à poser p—0 , g9—0 : la formule (b) deviendra 

L I : 
DETTE TE 
et si l’on pose, comme cela est permis en vertu de l’é- 
quation (1), 
Li COS 0 3 SD AID 0, 
on pourra écrire 
I 


8 xcos°o + 25 sin in?® ? (3) 
®COSp + É sin” 


ou 
I + a \ 
PT 7 + 250 ta Ÿ (4) 


9 désignant alors l’angle de la section normale avec un 
plan mené par la normale parallèlement à celui des æz. 
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On obtiendra les valeurs maxima et minima du rayon 
de courbure p, en cherchant les valeurs de « qui ren- 
EL 4 : 
dent nulle ou infinie la dérivée 


do Nasa (re sipe 


da — (r + 250 + te} 
En égalant le dénominateur à zéro, nous aurions 
Se rl ; 
Ne 25 1 t 2? (5) 


valeurs qui ne seraient réelles que sous la condition 
s?— rt > 0, et qui correspondraient à un rayon de cour- 
bure infini, ou à une courbure nulle. Les #7axima et 
minima proprement dits seront donc exclusivement 
donnés par l’équation * 


NT Fe 
x a + rente BR) (æ) 


d’où l’on tire 
tr V (tr) +4s 


28 


œ 


Cette expression, toujours réelle, nous montre : 1° que 
sur toute surface, et pour tous les points"non singu- 
liers où les dérivées partielles p, g, r, s, £ peuvent se 
déterminer en fonction des deux variables indépendantes, 
sans solution de continuité, 1l existe parmi les sections 
normales deux sections principales pour lesquelles le 
rayon de courbure a une valeur maximum ou mini- 
mum ; 2° que les plans de ces sections principales se cou- 
pent à angles droits, puisque le produit des racines de 
l'équation (x) est égal à — r. 

277. Nous pouvons donc mener parallèlement aux 
plans des sections principales les plans des x 3 et des 
y dont nous avions laissé la direction indéterminée, 
en sorte que, des deux racines de léquation (x), l’une 
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soit nulle et l’autre infinie; ce qui revient à choisir la 

direction des plans coordonnés de manière qu'on ait 

s—0o. La valeur de p devient alors 
I 


as 


ET 


ss € 


et lon a,en désignant par R;, R; les deux rayons de 
courbure principaux , qui correspondent respectivement 
à sin @—0, COS p—0, 


I 1 
Re RE R=—- 9 
== à COS" o +- F- sin’? . (b,) 


Cette formule très-remarquable est due à Euler. Elle 
donne les rayons de courbure de toutes les sections 
normales, et par suite ceux de toutes les sections obli- 
ques, en fonction des rayons de courbure principaux, 
et des angles 6,0 qui fixent la position des plans de 
section par rapport aux plans des sections principales. 
En désignant par pr,p2 les valeurs de + pour deux 
sections normales rectangulaires, et d’ailleurs quelcon- 
ques, on tire de l’équation (:) la relation élégante 
TRUE I 
PA RSR D ON ll (c) 
Lorsque les deux rayons principaux R;,R; sont égaux 
et de même signe, c’est-à-dire, dirigés du même côté du 
plan tangent, la valeur de b devient indépendante de 
l’añgle © et la même pour toutes les sections normales. 
La surface de la sphère est la seule qui jouisse en tous 
ses points de cette propriété : mais on retrouve sur 
d’autres surfaces des points singuliers auxquels la même 
propriété appartient, et que Monge a nommés ombilics. 
278. Si les dérivées r,t sont de même signe, les 
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rayons principaux R;,R; sont aussi de même signe, et 
le signe de o ne change pas : la surface tourne sa con- 
vexité dans le même sens par rapport au plan tangent, 
tout autour du point de contact. 

Admettons maintenant que les rayons principaux 
soient de signes contraires, par exemple R, positif et R, 
négatif : il y aura des sections normales situées au-des- 
sus du plan tangent et d’autres au-dessous. La formule 
(b,) deviendra, après qu’on y aura changé R, en —R;, 
peur n'avoir plus à considérer que des nombres positifs, 

I I = ENT 
PR A re TEE 

On voit que, si l’on fait croître l'angle ® à partir de 
zéro, le rayon variable 9 commencera par être positif, 
et ira toujours en croissant, depuis R, jusqu’à Pinfini. 
Cette dernière valeur correspond à 

& COS’Y — RS > OÙ «= E VE ar Ve : 
ce qui est précisément la valeur de « donnée par l’équa- 
tion (5), après qu’on y a fait s—0o, conformément à 
l'hypothèse sur la direction des axes. 

Si donc l’on désigne par o, cette valeur particulière 
de +, et que, dans le plan tangent, on mène deux droi- 
tes qui forment, avec une parallèle à l’axe des x, des 
angles égaux à Æo,, toutes les sections normales dont 
les tangentes tombent dans les espaces angulaires où © 
prend une valeur numériquement plus petite que v., 
ont leurs rayons de courbure positifs, et celles dont 
les tangentes tombent dans les. espaces complémen- 
taires ont leurs rayons de courbure néoatifs. R; est le 
plus petit des rayons de courbure positifs; et, par la 
même raison, R: est la valeur numérique #7irimum 
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des rayons de courbure négatifs, c’est-à-dire que —R, 
est un #7axunum algébrique de bo. 

Lorsque £ ou r prend une valeur nulle, s s’évanouis- 
sant par suite de la disposition des axes, l’un des rayons 
principaux est infini, l’autre a par conséquent une va- 
leur numérique minimum, et son signe est celui de tous 
les autres rayons de courbure. 

279. Nous ferons remarquer qu’en vertu de l’équa- 
tion (3), on peut représenter géométriquement la gran- 
deur |, par le rayon vecteur d’une section conique 
rapportée à son centre, o étant l'angle du rayon vecteur 
avec l’axe des x. De cette construction on déduirait 
sans autre calcul, en se reportant à la discussion bien 
connue des sections coniques, tout ce qui vient d'être 
établi sur les rayons de courbure des sections norma- 
les. On sait que la section conique est une ellipse, si 
l’on a ré—s >0; et, dans ce cas, tous les rayons vec- 
teurs de la courbe auxiliaire étant finis et réels, tous 
les rayons de courbure sont finis et doivent être pris 
avec le même signe. Si l’on a au contraire rt —s <o, 
l’ellipse doit être remplacée par deux hyperboles conju- 
guées, l’une de ces hyperboles correspondant aux va- 
leurs imaginaires du rayon vecteur ou aux valeurs né- 
gatives du rayon de courbure. Les demi-axes de l’ellipse 
ou des deux hyperboles conjuguées correspondent en 
direction aux sections principales, et en grandeur aux 
ravons de courbure principaux. Enfin, quand on à 
rt—s"—o, la section conique se trouve remplacée par 
le système de deux droites parallèles menées à égales 
distances de l’origine : la perpendiculaire abaissée sur 
ces droites correspondant en direction à l’une des sec- 
tions principales, et en grandeur au rayon de courbure 
MENEMUM . 
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280. Le théorème d’Euler sur les courbures des sec- 
tions normales admet des exceptions qui n’ont été signa- 
lées qu'assez récemment par M. Poisson (*), quoiqu'elles 
soient tout à fait analogues aux exceptions que souffre 
la théorie des plans tangents [236]. Ces cas d'exception 
se présentent lorsque les dérivées r, s, € prennent au 
point de contact des formes indéterminées © ,2, dont 
on ne peut lever l’indétermination qu’en établissant ar- 
bitrairement une liaison entre les variables indépen- 
dantes x, y. Alors 7, s, € deviennent des fonctions du 
rapport désigné plus haut par «; de sorte que les cal- 
culs précédents, fondés sur le principe que r, s, t ne 
dépendent point de «, cessent d’être exacts. Pour avoir 
un exemple des cas d'exception dont il s’agit, il suffit 
de considérer la surface engendrée par une parabole 
qui tournerait autour de son axe, tandis que son pa- 
ramètre varierait suivant une loi exprimée par une fonc- 
tion continue quelconque de l’angle de rotation. Un 
semblable paraboloïde a une équation de la forme 


L'HY— 23f (En ; 


quand on prend pour axe de rotation celui des z, et 
qu’on place l’origine au sommet. Les sections normales 
comprises dans des plans menés par l’axe se confondent 
avec les paraboles génératrices. Le rayon de courbure 
varie d’une section à l’autre suivant une loi qui dépend 
de la fonction arbitraire f. Le rayon de courbure peut 
donc passer alternativement par des maxima et par 
des minima en nombre illimité : seulement il doit y 
avoir autant de #7axima que de munima, afin: que le 


(*) Journal de l'École polytechnique, 21° cahier, p. 205. 
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rayon de courbure revienne à sa valeur initiale après 
une révolution de la parabole génératrice. 

M. Poisson a d’ailleurs remarqué que le théorème de 
Meusnier subsiste, même dans le cas où celui d’'Euler 
tombe en défaut; et c'est aussi ce qui se voit très-sim- 
plement par la démonstration que nous avons donnée 
du théorème de Meusnier [275], laquelle n’exige pas que 
les fonctions r, s, € dépendent seulement de x, y, z, et 
permet de supposer que ces fonctions varient avec la 
direction de la tangente à la courbe dont l'arc est dési- 
gné par s. 

281. Reprenons la formule (2) qui subsiste, quelle 
que soit la direction de la normale par rapport aux 
axes des x, y, z. Les dérivées 4’, y” qui entrent dans 
cette formule doivent satisfaire à l'équation (1), laquelle 
devient, en vertu de (z'), 

(Hp) 2° + 0pq 2 y + (+9) x, (6) 
et d’où l’on tire, par la différentiation, 

[G+p)é + pr] de +T(G+9)r" + pqr dr = 0 . 
En différentiant l'équation (È) par rapport à p, on a 

(report dei (sz dr — 0 ; 
et en combinant ces deux dernières équations, 
rx! + sy” si ST" + ty! 
Grp tper Grip UV 
Si donc on désigne par R lun des rayons de courbure 
principaux, l'équation en R s’obtiendra par lélimina- 
tion de x’, y’ entre les équations (6), (7), et l'équation 
RAT un 4. LE LCR à (8) 
rx + osx'y + ty"? 
Posons, pour abréger, 


V= 72"? + 2527 + ty" = £ Li +p+d; (V) 


476 = LIVRE IV. — CHAPITRE X. 


SUR ; / / 
multiphions respectivement par æ et par y les deux 
termes des fractions à gauehe et à droite du signe d’é- 

* «7 7 . STE . : 
galité dans l'équation (7), après quoi nous ferons les 
sommes des numérateurs et des dénominateurs : la frac-\ 
tion résultante, en vertu de l'équation (6), se réduira au 
polynôme V.1l viendra donc 

rx + sy sx! + ty 


V ere Ne 
G+p')z + pq (+) + pqx 
ou bien 


re (spa ) | ( \ 
[VG+g)—tlr =(s—pqV)x, | < 
et par la multiplication membre à membre, 

[VO Hp) —r] [NV G+ 9) — = (s—p9V} . 
Remettant au lieu de V sa valeur en R, tirée de l’équa- 
tion (V), et ordonnant, on aura enfin 

(rés) —R[(14+9)r— 2p9s + (pe + p + 
+ (Hp +9) = 0 . (R) 
Soient R;, R; les racines de cette équation, ou les va- 
leurs des deux rayons de courbure principaux, il viendra 
I rl— ss 
RAR, (tp +9) 
RE Pa CE 4 Lam 2 Le Ca US 
RNoR (1+p° + 9°} | 
Ainsi, la condition pour que les rayons R;, R; soient de 


même signe, est exprimée par rl—s">0, quelles que 
soient les directions des axes coordonnés ; et la condi- 
uon pour que l’un des rayons principaux devienne in- 
fini, est aussi exprimée généralement par l'équation 
rl—s"—0, qui caractérise les surfaces développables. 

Les rayons de courbure principaux sont, pour tous 
les points d’une surface, égaux en grandeur absolue et 
dirigés en sens contraires, si l’équation 
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(t+g)r—2pqs +(i1+p')t = 0 (d) 

est vérifiée pour tous les points de la surface, Nous ver- 

rons dans la suite que les surfaces caractérisées par 

cette équation aux différences partielles du premier et 

du second ordre jouissent d’une autre propriété géomé- 
trique également remarquabie. 

282. lies rayons principaux Rr, R:, et par suite tous 
les rayons de courbure des sections normales, sont égaux 
et de même signe, si l’on a 
[(atg)r—2pgs + (+) —4(i4p+g)(rt-s)=0. 
Cette équation, pouvant se mettre sous la forme 


| a+p6 —(x-+g°)r + 2pq Cr a ) il 
pe EN AE a aie à r bed 
DPrPs y s) = 0, 


équivaut au système 


AE Le 0, (Pit) r—0, (e) 


ou 
r $ l , 
Re AS (f) 
On aurait obtenu directement ces dernières équations, 
en exprimant que les équations (9) donnent pour V, et 
par suite pour o, des valeurs indépendantes de x”, y’. 
Les coordonnées des points auxquels on a donné le 
nom d'omnbilics [277] sont donc déterminées par le sys- 
tème des deux équations (e), combinées avec l’équation 
de la surface. Ces points sont isolés, à moins que les 
deux équations (e) ne deviennent accidentellement iden- 
tiques : ce qui accuserait l'existence sur la surface d’une 
ligne que lanalogie porte à nommer ligne ombilicale , et 
que Monge a appelée ligne des courbures sphériques. 
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283. ASUS ceci à Énu di 


2 


FRS 
ne EL 
on à 
1% c°x c°y 
md Lt | bz? 
c{b?—y*) CÉXY ci(a?—x*) 
PT Ne PTE RME 


Posons, pour simplifier, 
ae) 


ANR VS, LE — B : 
b(a—c°) ? a?—c? 
il nous est permis de faire en outre l’hypothèse 
LOSC 


ce qui rendra positives les constantes A, B. On aura, 
, ° / " 1° 
pour déterminer les coordonnées x,7 des ombilics de 
l’ellipsoïde, les deux équations 
LÉO x — A7 —B—o ; (g) 
dont les seules solutions réelles sont 


FE ONN TEE EEE à A | 


a — 
L'ellipsoide a donc quatre ombilics symétriquement 
situés à la surface, dans le plan de la section principale 
qui comprend le plus grand et le plus petit axe. On dé- 
montre d’ailleurs, dans la discussion analytique des 
surfaces du second degré, que les plans tangents à l’el- 
lipsoïde, aux quatre points dont on vient de détermi- 
ner la position, sont parallèles à ceux qui jouissent de 
la propriété de couper l’ellipsoïde suivant des cercles : 
ce qui se rattache à une autre définition des ombilics 
dont il sera question plus loin. 


Si lellipsoide a deux axes égaux, les ombilics, comme 
il est aisé de le conclure des formules précédentes, se 
confondent avec les sommets de l’axe de révolution. 
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$ 2. Lignes de courbure. 


284. Imaginons que, sur une surface donnée (S), l’on 
ait tracé une ligne quelconque (s), et construit la sur- 
face réglée (2) dont la génératrice est assujettie à passer 
par cette ligne, en restant constamment normale à la 
surface (S) : en général la surface (2) est gauche, c’est- 
à-dire que ses génératrices n’ont pas de ligne enveloppe 
[243], ou que deux normales à la surface (S), menées par 
des points infiniment voisins, pris sur la ligne (s), ne 
se rencontrent pas. Au contraire, si l’on détermine con- 
venablement la ligne (s), la surface (£) devenant déve- 
loppable, a une arête de rebroussement (5) touchée par 
toutes les droites normales à la surface (S) et passant 
par la ligne (s) : ce qu’on exprime, dans le langage pro- 
pre à la méthode infinitésimale, en disant que deux 
normales infiniment voisines se rencontrent en un point 
situé sur la ligne (6). 

Les équations de la normale à la surface (5) au point 
(x, y, 2) étant [237] 

E—t+p((—z)—0,n—Y+g(—z)—=0, (4) 
les coordonnées du point correspondant (£, n, €) sur 
l’arête (c) seront données par le système des deux équa- 
tions (2) et de leurs dérivées 

= Lip pp) CE) (4) 0) gn 

— [749 PH + (C2) (+07) — 0,1 
prises en considérant z comme une fonction des va- 
riables +, y, en vertu de l’équation de la surface (S), 
et y comme une fonction implicite de x, donnée par le 
tracé de la ligne (s), ou par le tracé de la projection de 
cette Jigne sur le plan xy. Or, les équations (4) qui 
ne renferment plus que la coordonnée ©, ne peuvent 
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subsister ensemble qu’à la faveur de l'équation de con- 
dition 
Je Leger) rl GET (Ep) e] 
— (1+p°)s + pgr = 0. (2) 
Après qu'on y a substitué pour p, q, r, $, t, leurs valeurs 
en æ,.y, fournies par l’équation de la surface (S), l’équa- 
tion (£), où n’entrent plus que les quantités variables x, 
»,.7, est l'équation différentielle commune à toutes les 
projections sur le plan xy des lignes (s) qui ont la pro- 
priété de rendre développables les surfaces (Z), ou sui- 
vant lesquelles deux normales infiniment voisines, éle- 
vées sur la surface (S), ont la propriété de se rencontrer. 
Quand on suppose le plan xy parallèle au plan tan- 
gent à la surface (S) au point (x,7,z), et par consé- 
quént p—0,g—o, l'équation (:) devient 


en sorte qu’elle ne différe de l'équation (x) que par le 
changement de « en y’; d’où l’on doit conclure : 1° que 
par chaque point de la surface (S) on peut faire passer 
deux lignes (s,), (s,) qui se coupent à angles droits, et 
qui jouissent de la propriété énoncée plus haut; 2° que 
les plans normaux à (S), menés suivant les tangentes à 
ces lignes, coïncident avec ceux des sections normales 
principales. Pour cette raison, Monge a donné aux li- 
ones (s;), (s,) le nom de lignes de courbure. Sur toute 
surface ou portion de surface, dont l’ordonnée n’éprouve 
pas de solutions de continuité du troisième ordre ou 
d’un ordre inférieur, on peut, d’après ce qui précède, 
tracer à volonté deux séries (s,), (s,) de lignes de cour- 
bure qui partagent la surface en quadrilatères curvili- 
gnes dont tous les angles sont droits. : 
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L’élimination de y' entre les équations (") donne 
(rares) — (Ge) Lane 2pgs Hrtpt) el] 

+i+p+g —0; (47) 
et l’on a, en désignant par R le rayon du cercle oscu- 


lateur de l’une des sections principales, dont le centre 
est à l'intersection de deux normales infiniment voisines, 

= (Er) + (ne) = tp + 9. 
 L'élimination de Ü— z entre ces deux dernières équa- 
tions reproduira l’équation (R), trouvée plus haut par 
un calcul moins simple à quelques égards. 

285. Les lignes de courbure, aux points où elles se 
coupent, sont tangentes aux deux sections principales ; 
mais ces sections, qui sont des courbes planes, et dont les 
plans passent par la normale, ne coïncident pas en gé- 
néral avec les lignes de courbure, qui, ordinairement, 
ne sont pas comprises dans un plan. 

Par exemple, sur une surface de révolution, l’une 
des lignes de courbure est le cercle d’intersection de la 
surface et d’un plan mené perpendiculairement à l’axe 
de révolution, par le point de la surface où doit passer 
la ligne de courbure : car toutes les normales à la sur- 
face , menées par les points pris sur la circonférence de 
ce cercle, vont couper l’axe de révolution au même point ; 
d’où il résulte aussi que la portion de la normale, com- 
prise entre l'axe de révolution et la surface, est l’un des 
deux rayons de courbure principaux. Mais cette ligne de 
courbure, quoique plane dans le cas que nous considé- 
rons , ne coincide pas avec une section principale, puis- 
que son plan ne comprend pas la normale, à moins que 
la normale ne se trouve accidentellement perpendiculaire 
à l’axe de révolution. 

Ter 31 
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L'autre ligne de courbure, sur une surface de révo- 
lution , est la courbe méridienne; puisque les normales 
à la surface, menées par divers points de cette ligne, 
sont toutes comprises dans le plan méridien. En outre, 
la courbe méridienne est une section principale de la 
surface, puisque le plan de cette section comprend à la 
fois la normale et la tangente à l’une des lignes de cour- 
bure. Donc, pour une surface de révolution, l’une des 
sections principales coïncide avec une des lignes de 
courbure; et il en est de même toutes les fois qu’une 
ligne de courbure se trouve plane, et que son plan com- 
prend la normale à la surface. Ainsi, pour les surfaces 
cylindriques, les sections principales, dont l’une est la 
section droite, et l’autre la droite génératrice, se con- 
fondent respectivement avec les lignes de courbure. 

286. L’équation (:) devient identique, et l’on n’en 
peut plus tirer immédiatement une valeur de y ‘déter 
minée, quand on a les trois équations 


(+p°)s—pgr=0, (Hp (4#+g)r=0, (14+9°)s—pgto , 
dont la troisième est une conséquence des deux autres, 
et qui équivalent au système ( f ); en sorte que les points 
de la surface pour lesquels cette circonstance a lieu, 
ne sont autres que les ombilics. 

L’équation (2) étant identiquement satisfaite, la nor- 
male au point (x, y, z) est rencontrée par la normale 
au point infiniment voisin, dans quelque direction que 
l'on prenne ce second point ; mais de là il ne faut pas 
tirer la conclusion [182] que l’ombilic est un point où se 
croisent des lignes de courbure en nombre infini, ou que 
les droites menées par lombilic dans le plan tangent 
sont toutes tangentes à des lignes de courbure. Mettons, 
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pour abréger, l'équation (2) sous la forme 

PJ +Y.J+T—o, 
p; Ÿ, & désignant des fonctions de x, y qui s’évanouis- 
sent quand le point (x, y, z) est un ombilic : la diffé- 
rentiation de l'équation (2) donne, pour déterminer y’, 
Dur du troisième Te 


CPC ir DRE à 
à + ap Fat Bale O4 


Selon que cette équation a ou n’a pas toutes ses racines 
réelles, il passe trois lignes de courbure par l’ombilic 
ou il n’en passe qu’une seule. Si cette équation est en- 
core rendue identique par les valeurs de x, y qui con- 
viennent à l’ombilic, on la différentie à son tour, ce qui 
donne une équation du quatrième degré en y’; et selon 
que cette nouvelle équation à quatre ou deux racines 
réelles, ou n’a que des racines imaginaires, lombilic est 
le point d'intersection de quatre ou de deux lignes de 
courbure, ou bien il ne passe pas de ligne de courbure 
par l’ombilic , et ainsi de suite. Enfin, quand les valeurs 
de +, y qui conviennent à l’ombilic, rendent identiques 
‘équation (2) et toutes ses dérivées successives, l’om- 
bilic est un point où se croisent des lignes de courbure 
dans toutes les directions. Ce cas se présente pour les 
sommets des surfaces de révolution, qui jouissent mani- 
festement de la propriété caractéristique des ombilics 
(quand ils ne sont pas toutefois des points saillants), et 
où viennent se couper toutes les méridiennes qui sont 
des lignes de courbure de ces surfaces. 
287. Faisons l'application de ce qui précède à l’ellipsoïde 
dont il a été question au n° 283 : l'équation (7) devient 
Azxyy® + (x —Ay —B)y —xy = ; (10) 
et elle a pour dérivée 
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(24xy'+2"—Ay By" +Axy+Ayy"+(x 247} —7=0, 
équation qui se réduit à A7 y"—o, pour les valeurs 
Y=0,x—= ÆE,/B, relatives aux ombilics. Cette der- 
nière équation n’admet que la racine réelle y — 0, à 
cause que À désigne un coefficient positif. Il ne passe 
donc qu’une ligne de courbure par les ombilics de lel- 
hipsoïde à trois axes inégaux, et cette ligne est la sec- 
üon qui comprend le plus grand et le plus petit axe. 

Si lon pose a— D, auquel cas l’ellipsoïde devient de 
révolution autour de son petit axe, pris pour celui des 
z,on a A1, B—o;et les coordonnées des ombilics 
sont x —0,)y—0o, parce qu’en effet ces ombilics se 
confondent avec les pôles de lellipsoïde aplati. L’équa- 
tion (10) peut alors être mise sous la forme 

Q+ æ) (a —r)=0 
et elle se décompose en 
JJ Hr=0, 2 —y—0. 

Pour x —0,7—o, la valeur de y” donnée par la pre- 
mière équation est imaginaire [182], et celle que donne 
la seconde équation reste affectée d’une indétermination 
réelle : comme cela doit être , puisque tous les méridiens 
qui se projettent en xy suivant des droites passant par 
l’origine des coordonnées, sont autant de lignes de cour- 
bure de lellipsoïde. 

Quand on fait b—c, auquel cas l’ellipsoide devient 
de révolution autour de son grand axe pris pour celui 
des x, on a A0, B—a?, et l'équation (10) se résout 
dans le système 

= , (x —a)y — xy —=0o. 
Si l’on introduit dans la dérivée de l'équation précédente 
les valeurs des coordonnées des pôles ou des ombilics : 
savoir x — a, y—0o, on en tirera ÿ — 0 : ainsi Y' 
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n'est susceptible en ces points que des deux valeurs o, æ . 
En effet, les méridiens se projettent en x7 suivant des 
elhpses qui viennent toutes couper perpendiculairement 
l’axe des x, à l’exception du méridien dont la projection 
est l’axe même des x. 

288. Lorsque la surface a des points singuliers pour 
lesquels-r, s, deviennent des fonctions de y”, comme on 
l’a plusieurs fois expliqué, l’équation ( : ) cesse d’être 
une équation algébrique du second degré par rapport 
à l’inconnue y’, pour les points singuliers dont il s’a- 
git, et elle peut avoir un nombre quelconque de racines 
réelles. 

“289. Aux deux systèmes de lignes de courbure rec- 
tangulaires (s,), (s,) correspondent [284] deux systèmes 
de surfaces développables (X,), (Z,), et d’arêtes de re- 
broussement (6,), (6,). Le lieu des arêtes de rebrousse- 
ment du premier système est une certaine surface, et 
celui des arêtes de rebroussement du second système est 
une autre surface; ou plutôt les deux systèmes de sur- 
faces développables , pris ensemble, ont pour lieu de 
leurs arêtes de rebroussement une surface à deux nappes 
(6,, 6,), chaque nappe se rapportant à chacun des sys- 
tèmes rectangulaires. 

Pour obtenir en £, n, € l’équation de cette surface à 
deux nappes, qui est aussi le lieu des centres de courbure 
des sections principales de la surface (S), il faudrait éli- 
miner æ, ÿ,z entre les équations (L), (4°) et celle de 
la surface (S). 

Chaque rayon de courbure principale, touchant l’une 
des arêtes de rebroussement , touche la surface qui est 
le lieu de toutes ces arêtes : la surface des centres des 
courbures principales est donc, par rapport à la surface 
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primitive, l’analogue de la développée d’une courbe plane 
par rapport à la courbe développante. 

Les deux centres des courbures principales, pour un 
même point de la surface (S), se trouvant sur la même 
normale , il en résulte que chaque normale à la surface 
(S) touche chacune des deux nappes de la surface (6,, o,). 
Si l’on mène par cette normale deux plans tangents 
respectivement aux deux nappes, ces deux plans sont 
rectangulaires, en vertu de la propriété essentielle des 
lignes de courbure. Donc les deux nappes de la sur- 
face des centres de courbure ont entre elles de tels 
rapports de forme, que, regardées d’un point quelcon- 
que O, leurs contours apparents se coupent à angles 
droits. En effet, les contours apparents des deux nap- 
pes de la surface (6,, o,) sont les lignes de contact de 
ces nappes et des surfaces coniques circonscrites, ayant 
leurs sommets en O. Or ces deux surfaces coniques ont 
une génératrice commune, qui est la normale menée 
par le point O à la surface (S), et de plus leurs plans 
tangents suivant cette génératrice sont rectangulaires. 


$ 3. Osculation des surfaces. — * Définition et mesure de la 
courbure des surfaces. 


290. Deux surfaces 


z— f(x,7); (2) 2 f(x, 7); (Zi) 
qui ont un point commun (x, y, z) ont de plus en ce 
point un contact du premier ordre [203], quand les 
coordonnées x, y, z satisfont aux égalités 

Pre Rire (x1) 
ou quand le plan tangent est le même pour les deux 
surfaces , au point qui leur est commun. Si les égalités 

REr SES dl et (12) 
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sont en outre satisfaites, il y a entre les deux surfaces un 
contact du second ordre ou une osculation. En général 
le contact est dit du 2€ ordre, quand toutes les dérivées 
partielles p, g, r, etc., fournies parles équations des deux 
surfaces, jusqu’à celles de l'ordre 7 inclusivement , pren- 
nent les mêmes valeurs pour un même système de va- 
leurs des coordonnées x, 7, z, quelle que soit celle des 
deux surfaces que l’on considère. 

Si les surfaces n’éprouvent pas de solutions de con- 
tinuité de l’ordre 2 + 1 ou d’un ordre inférieur, et si 
AZ, AF, Az désignent des quantités très-petites du pre- 
nier ordre, la distance du point (x+Ax,7+Ay,2+ Az) 
situé sur l’une des surfaces, à l’autre surface, est en 
général une quantité très-petite de l'ordre 21, quand 
le contact entre les deux surfaces est du x° ordre. Nous 
omettons la démonstration de ce théorème , que l’on sup- 
pléera sans peine, en comparant le n° 240 aux n° 203 
et suivants. 

Dans l'intérêt des applications géométriques, il nous 
suffira de considérer les contacts des deux premiers or- 
dres, ou le contact simple et l’osculation (”). 

291. Ayant mené le plan tangent à la surface (z) au 
point (æ,»y, z), coupons la surface par un plan pa- 
rallèle au premier. Pour plus de simplicité, on peut 
placer l’origine au point de contact, et faire coïncider 
le plan xy avec le plan tangent. Soient Az l’ordonnée du 
plan sécant, et Ax ,Ay les coordonnées en xy des points 
où 1l rencontre la surface : on a, en traitant Ax , Ay comme 
des quantités très-petites du premier ordre, et en né- 

(*) Sur les contacts des ordres supérieurs entre les surfaces, on 


pourra consulter un mémoire de M. Olivier, inséré dans le 25° ca- 
hier du Journal de l’École polytechnique, p. 123. 
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gligeant les quantités très-petites du troisième ordre, 

Az—+rAx" + sAxzAy+<{tAy, (13) 
Faisons At —cË, Ay —en, € désignant une quantité très- 
petite du premier ordre : puisque Az est du second or- 
dre, d’après l’équation (13), il faut poser Az — &?#, et 
alors cette équation donne 

ok=rE +05 En + tr . (X) 

Donc, quand Az décroit indéfiniment, la courbe d’in- 
tersection approche indéfiniment d’être semblable à la 
courbe dont £ , n designeraient les coordonnées cou- 
rantes suivant les axes des x et des y, et qui aurait 
(*) pour équation. Ou bien encore la courbe d’intersec- 
tion approche indéfiniment d’être semblable à la section 
conique auxiliaire dont il a été question au n° 270, et 
dont les rayons vecteurs sont proportionnels aux raci- 
nes carrées des rayons de courbure, pour les sections 
normales dont les plans coupent Île plan tangent sui- 
vant ces rayons vecteurs. 

À cause de cette circonstance, M. Charles Dupin a 
donné le nom d’éndicatrice à la courbe que l’on conçoit 
résulter de lintersection de la surface par un plan mené 
parallèlement au plan tangent, à une distance infini- 
ment petite du point de contact. Cette indicatrice est une 
ellipse quand Îa surface tourne sa courbure du même 
côté tout autour du plan tangent; dans le cas contraire, 
les deux hyperboles conjuguées qui remplacent l’ellipse, 
résultent de l'intersection de la surface par deux plans 
infiniment voisins, tous deux parallèles au plan tangent, 
et entre lesquels celui-ci se trouverait compris. 

L’ellipse indicatrice devient un cercle aux points om- 
bilies : c’est pour cela que les plans tangents aux ombi- 
lies de Pellipsoïde sont parallèles à ceux qui ont la pro- 
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priété de couper l’ellipsoïde suivant des cercles [283]. 

292. Quand la surface (z,) a trois paramètres arbi- 
traires, on en peut disposer pour satisfaire à la condi- 
tion f(x,y)—=/f.(x,7),et de plus aux équations(11), 


ou pour établir entre les deux surfaces (z), (z,), au 
point (x, y, z), un simple contact. S'il entre dans léqua- 
tion (z,) six paramètres arbitraires, on en peut disposer 
pour satisfaire en outre aux équations ( 12), ou pour 
rendre les deux surfaces osculatrices l’une de l’autre. 

Donc on ue peut pas, en général , déterminer une 
sphère qui soit osculatrice d’une surface donnée en un 
point donné : car l’équation la plus générale de la sphère 
ne renferme que quatre paramètres arbitraires, savoir : 
le rayon et les trois coordonnées du centre. 

Les conditions de l’osculation des deux surfaces (2), 
(z,,) sont exprimées analytiquement par le système des 
équations (11) et (12); mais il est préférable de Îles 
énoncer géométriquement en disant que les deux sur- 
faces sont osculatrices l’une de l'autre lorsqu'elles ont 
en un point commun, non-setilement le même plan tan- 
gent, mais encore des sections principales comprises 
dans les mêmes plans normaux, et les mêmes rayons de 
courbure principaux, respectivement dirigés dans le 
même sens par rapport au plan tangent. Il est visible, 
d’après tout ce qui à été établi dans ce chapitre, que 
l’existence de ces relations géométriques résulte des 
équations (11)et (12). Lorsqu’elles subsistent, un plan 
quelconque , passant par le point commun, coupe les 
deux surfaces suivant deux lignes qui ont en ce point 
le même rayon de courbure. 

Si donc la surface (z) a ses deux rayons de courbure 
principaux dirigés dans le même sens, on peut toujours 
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construire un ellipsoïde de révolution qui osecule cette 
surface au: point (x, y, z) : car on peut faire en sorte 
que l’une des sections méridiennes de l’ellipsoïde oscu- 
lateur tombe dans le plan de l’une des sections princi- 
pales de la surface osculée, l’un des axes de lellipse 
méridienne coïncidant avec la normale : après quoi il 
n'y a plus qu’à assigner aux axes de l’ellipse méridienne 
des longueurs telles, que les rayons de courbure prin- 
cipaux soient les mêmes pour la surface osculée et pour 
l’ellipsoïde. Cette construction est propre à donner deux 
ellipsoïdes osculateurs, l’un allongé, l’autre aplati. 

Quand la surface a ses deux rayons de courbure 
principaux dirigés en sens inverses , on peut substituer 
à l’ellipsoïde osculateur un hyperboloïde de révolution 
à une nappe, dont le cercle de gorge [239] tombe dans 
le plan de lune des sections principales de la surface. 

On peut décrire plus simplement encore une surface 
de révolution, osculatrice d’une surface donnée, en fai- 
sant tourner le cercle osculateur de l’une des sections 
principales de la surface autour d’un axe tracé dans son 
plan perpendiculairement à la normale , et passant par 
le centre de courbure de l’autre section principale. La 
surface osculatrice devient un cylindre droit, à base 
circulaire, quand le rayon du cercle osculateur de la 
première section principale devient infini, comme il ar- 
rive pour les surfaces développables [281]. 

*293. Ceci va nous conduire à définir et à mesurer, 
d'après M. Gauss, /a courbure d’une surface, quantité 
qui n’est point définie ni à plus forte raison mesurée, 
tant qu’on se borne à établir, d’après les théorèmes de 
Meusnier et d’Euler, les relations qui subsistent entre 
les courbures des lignes tracées sur la surface. 
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Revenons pour un instant sur la mesure de la cour- 
bure des lignes planes. Prenons sur la ligne dont on 
veut mesurer la courbure en 72, un arc As qui passe 
par le point 72; menons les normales aux deux extré- 
mités de cet arc; et après avoir tracé dans le plan de la 
courbe un cercle dont le rayon soit égal à l’unité, me- 
nons les-rayons respectivement parallèles aux deux nor- 
males extrêmes et qui comprennent un arc de cercle 


Art: la limite Fe [193] vers laquelle converge le rap- 


ds 


AT ; UPS 
port = quand l'arc As décroïît indéfiniment sans ces- 


ser de comprendre le point 7, est la mesure de la cour- 
bure de la ligne au point 7». 

Une construction parfaitement analogue est appli- 
cable aux surfaces. Imaginons | 128] une courbe fermée, 
tracée arbitrairement sur la surface dont on veut me- 
surer la courbure en mm, de manière que l'aire © cir- 
conscrite par cette courbe sur la surface comprenne le 
point 2 (*). D'un point quelconque de l'espace, comme 
centre , décrivons une surface sphérique qui ait l'unité 
pour rayon, et menons les rayons parallèles à toutes 
les droites élevées normalement à la surface sur le con- 
tour de l'aire w : le lieu de ces rayons est une surface 
conique qui intercepte à la surface de la sphère une 


(*) Il faut entendre par l'aire d’une portion de surface courbe 
(comme nous l’expliquerons plus amplement dans le chapitre VI du 
cinquième livre) la limite dont s'approche indéfiniment l'aire d’une 
surface polyédrique, inscrite ou circonscrite à la portion de surface 
courbe que l’on considère, quand le nombre des faces du polyèdre 
augmente sans cesse et que les dimensions des faces décroissent in- 
définiment. Cette définition de la grandeur w est analogue à celle de 
la grandeur s [174 |. 
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aire 6. La limite vers laquelle converge le rapport — 
[0] 


quand l’aire © décroiît indéfiniment sans cesser de com- 
prendre le point », doit, suivant l’analogie, être prise 
pour la mesure de la courbure de la surface au point 
mn. Nous admettons d’abord, afin d'éviter toute diffi- 
culté, qu'il s’agit d’une surface dont les deux rayons de 
courbure principaux sont dirigés dans le même sens, et 
en outre que la surface n’éprouve pas au point 77 de 
solutions de continuité. 

De même que, pour la mesure de la courbure d’une 
ligne plane, il est permis de substituer à la ligne don- 
née son cercle osculateur ou toute autre courbe oscula- 
trice; de même, pour la mesure de la courbure d’une 
surface , il est permis de substituer à la surface propo- 
sée une autre surface qui l'oscule, au point où il s’agit 
de mesurer la courbure. | 

Prenons, pour la surface osculatrice, celle que dé- 
crit le cercle du rayon R,, en tournant autour d’une 
droite menée dans son plan perpendiculairement à la 
normale, par le centre du cercle du rayon R,. Soit ds, 
l'angle infiniment petit que le plan du cercle mobile, 
dans chacune de ses positions extrêmes , forme avec le 
plan de la section normale sur lequel il était primitive- 
ment couché, l’excursion du plan mobile ayant la même 
amplitude de part et d'autre du plan de la section nor- 
male ; soit ds: l’angle infiniment petit que forment avec 
la normale et de part et d’autre de cette droite, dans le 
plan du cercle osculateur de rayon R:, deux rayons de 
ce cercle : l'aire w, devenue infiniment petite, se con- 
fond avec celle d’un rectangle infiniment petit dont les 
côtés seraient 2R,ds 


., 2R,ds,, et qui aurait pour sur- 


\ 


#4 
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face 4RR,ds,ds,. D'autre part, l’aire correspondante 6 
prend pour valeur (en négligeant toujours les infiniment 


\ 


petits des ordres supérieurs) 4 ds,ds, : d’où 
() I 
(D 


lim. Ro FR. 

La courbure d’une surface a donc pour mesure le pro- 

duit des courbures de ses deux sections principales. 
L’aire 0 est remplacée par un pointquand Paire o, finie 


ou infiniment petite, est prise sur une surface plane; elle 
est remplacée par une portion de circonférence de grand 
cercle quand l’airew, finie ou infiniment petite, appar- 
tient à une surface cylindrique. Cette remarque lève 
la difficulté qui naîtrait de ce que, d’après la formule 
(/), une surface développable pour laquelle [281 et 292] 
un des rayons R;, R: est constamment infini, aurait 
en tous ses points une courbure nulle, propriété qui 
semble ne pouvoir appartenir qu’au plan. Le plan , les 
surfaces développables et les autres surfaces ne sont pas 
plus comparables, quant à la courbure, qu’un point, 
une ligne et une aire, quant à la grandeur. On peut 
dire que la courbure d’une surface développable est un 
infiniment petit du premier ordre, et celle d’un plan 
un infiniment petit du second ordre : ce qui signifie que 
la courbure d’une surface est une quantité très-petite 
du premier eu du second ordre, quand la surface se con- 
fond sensiblement avec un cylindre ou avec un plan. 
L'expression de la courbure d’une surface prend le 
signe positif ou le signe négatif, selon que les deux 
rayons de courbure principaux sont dirigés dans le 
même sens ou en sens contraires. Ce changement de 
signe est arbitraire, et ne comporte pas une interpréta- 
tion naturelle comme celui qui affecte la courbure d’une 


L d 
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ligne quand le sens de la courbüre change fréctivé 
ment. Mais cette circonstance, loin de donner lieu à 
une objection fondée, ne fait que confirmer l’analogie 
qu'il s’agit d'établir. On sait, en effet, que les règles 
pour l'interprétation des signes , applicables aux coor- 
données mesurées à partir d’une origine fixe, et à leurs 
différentielles, cessent de s’appliquer, ou ne s'appliquent 
qu'en vertu de conventions arbitraires , aux aires mesu- 
rées par les produits qui admettent pour facteurs ces 
coordonnées ou leurs éléments différentiels. 
Mademoiselle Sophie Germain , dans ses recherches 
sur‘ les surfaces élastiques, et surtout dans un mé- 
moire (*) qui est la dernière production de cette femme 
remarquable, s’est efforcée d'établir que la courbure 


d’une surface a pour mesure la fonction +: : mais 
F1 


ses raisonnements n’ont rien de convaincant, et la 
mesure qu'elle propose n’est en effet qu'une définition 
arbitraire; tandis que la proposition de M. Gauss, ame- 
née et justifiée par toutes les analogies géométriques , 
est un véritable théorème d’où peuvent sortir des consé- 
quences importantes , et qui mérite d'être admis dans 
les éléments, à cause de son élégante simplicité. 


(:) Journal de Mathématiques, de M. Crelle, t. VII, p. 1. 
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Page 141, ligne 1 en remontant, aprés pour des valeurs quelcon- 
ques de l’exposant, ajoutez sous la condition de conduire à une série 
convergente. 

Page 152, ligne 2 en remontant, aprés dérivent, ajoutez et si, par l’ap- 
plication de la règle du n° 85, on ne mettait pas en évidence le facteur 
qui les rend simultanément nulles ou infinies. 
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